
Notes on the back story of this document 

 

  This set of 27 programs for the HP-34C was developed by Eugenio E. Úbeda Forte in 

September, 1980. They were sent to me by Fernando del Rey, who is as clueless about who this 

person is as I am. Since the author lived in Cartagena (Spain) at the time, F.'s guess is that probably 

he was one of his father's colleagues who (upon getting to know that F. liked the HP-34C) sent him 

the complete set so that he could have a look at it.  

 

 Whatever the details of its origin, the truly excellent typewritten documentation for the 

programs is both very extensive (123 pages, average 4.5 pages per program) and comprehensive, 

including for each program the sections Objeto (the program's purpose), Método (relevant equations 

and/or algorithms), Observaciones (comments and/or notes), Ejemplos (examples), Instrucciones de 
uso (usage instructions) and the full program listing, detailing registers, labels and flags used, plus 

angular and display settings. A categorized index of all programs featured is also included. 

 

 Whether this set has been published before, as a book or otherwise, is uncertain but very 

unlikely, so this is probably the first time it sees the light. The titles for all 5 categories and 27 

programs follow, in both the original Spanish and in English. 

 
Caveat lector:  All the documentation is in Spanish. However, as the subject matters are mostly 
mathematical in nature, it's perfectly possible to follow and run the examples with little difficulty, thus 
also learning how to use the programs. 

 

 

27 Programas para la HP-34C   (by Eugenio E. Úbeda Forte, Sept. 1980; 27 programs, 123 pages) 
 

1. Matrices y sistemas lineales.    

    Matrices and linear systems. 
 
 1.1.  Multiplicación de una matriz cuadrada por su transpuesta. 
         Multiplication of a square matrix by its transpose matrix. 
 
 1.2.  Factorización y determinante de una matriz cuadrada. 
         Square matrix factorization and determinant. 
 
 1.3.  Factorización y determinante de una matriz simetrica. 
         Symmetric matrix factorization and determinant. 
 
 1.4.  Solución de dos ecuaciones simultáneas con coeficientes complejos. 
         Solving 2x2 linear systems with complex coefficients. 
 
2. Polinomios.     

    Polynomials. 
 
 2.1.  Suma de productos de orden N de M números reales. 

         Sum of Nth-order products of M real numbers. 



 
 2.2.  Algoritmo de Horner. 
         Horner's method. 
 
 2.3.  Algoritmo de Horner de doble fila. 
         Two-row Horner's method. 
 
 2.4.  Recíproco de un desarrollo polinómico. 
         Coefficients of the reciprocal of a polynomial. 
 
 2.5.  Potenciación de un desarrollo polinómico. 

         Coefficients of the Nth power of a polynomial. 

 
 2.6.  Exponenciación de un desarrollo polinómico. 
         Coefficients of the exponential of a polynomial. 
 
 2.7.  Estabilidad de polinomios: Criterio de Routh. 
         Polynomial stability: Routh's Criterium. 
 
 2.8.  Evaluación de polinomios de Chebyshev y sus raices. 
         Chebyshev's Polynomials evaluation and roots. 
  
 2.9.  Transformación de un polinomio en una expansión de Chebyshev. 
         Transformation of a polynomial into a Chebyshev's expansion. 
 
 2.10.  Transformación de una expansión de Chebyshev en un polinomio. 
           Transformation of a Chebyshev's expansion into a polynomial. 
 
 2.11.  Cambio de variable en polinomios. 
           Change of variable in polynomials. 
 
3. Interpolación y aproximación.     

    Interpolation and approximation. 
 
 3.1.  Interpolación polinómica. 
         Polynomial interpolation. 
 
 3.2.  Desarrollo de Fourier de funciones con valores discretos 
         Fourier Series expansion of a function given as a set of discrete data points. 
 
 3.3.  Desarrollo de Fourier de funciones discretizadas. 
         Fourier Series expansion of a user-specified function f(x). 
 
 3.4.  Desarrollo de Fourier por integración de coeficientes. 
         Fourier Series expansion coefficients obtained by integration. 
 
 3.5.  Desarrollo de Chebyshev de funciones discretizadas. 



         Chebyshev Series expansion of a user-specified function f(x). 
 
 3.6.  Desarrollo de Chebyshev por integración de coeficientes. 
         Chebyshev Series expansion coefficients obtained by integration. 
 

4. Ecuaciones diferenciales.     

    Differential equations. 
 
 4.1.  Solución de ecuaciones diferenciales de 1º orden. 
         Numeric solution of first-order differential equations. 
 
 4.2.  Solución de sistemas de dos ecuaciones diferenciales de 1º orden. 
         Numeric solution of a system of two first-order differential equations. 
 
 4.3.  Solución de ecuaciones diferenciales de 3º orden. 
         Numeric solution of third-order differential equations. 
 
5. Varios.     

    Miscellaneous. 
 
 5.1.  Filtros activos Sallen-Key de 2º orden. 
         Sallen-Key active filters of the second order. 
 
 5.2.  Filtros activos Sallen-Key de 3º orden. 
         Sallen-Key active filters of the third order. 
 
 5.3.  Equilibrado dinámico en dos planos. 
         Dynamic balancing on two planes. 
 

                       Valentin Albillo, 23-10-2021 
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1.~ Matrices y sistemss lineazles.

1.1 - Multiplicacidén de una matriz cuadrada por su transpuesia.

1.2 - Pactorizacidn y determinante de una matriz cuadrada.

e £

y

1.3 - Pactorizacion y defterminante de vna metriz simétrica.

1.4 - Solucidn de dos ecuaciones simulténeas con coeficientes -

complejos.

2.~ Polinomios.

2.1 - Suma de productos de orden N de M ntmeros reales.

2.2 - Algoritmo de Horner,

2.3 -~ Algoritmo de Horner de doble filae,

2.4 - Reciproco de un desarrollo polindmico.

5.5 - Potenciacidn de un desarrollo polindmico.

2.6 - Exponenciscidén de un desarrcllo polindmico.

2.7 - Bstabilidad de polinomioss: Criterio de Routh.

2.8 - Bvaluacidn de polincmios de Chebyshev y sus raices.

2.9 - Transformacidén de un polinomic en uns expansidn de Cheby-

shev.

2,10 - Trensformacidn de una expansidén de Chebyshey en un poli-

nomio,

2.11 - Cambio de verisble en polinomios.

3.~ Interpolacidn y sproximscidn.

3.1 - Interpolacidn polindmica.

3.2 - Desarrollo de Tourier de funciones con valores discretos.

3.3 - Desarrollo de Fourier de funciones discretvizadas,

3.4 - Desarrollo de Fourier por integraciodn de cosficientes.

3.5 - Desarrollo de Chebyshev de funciones discretizadas,

3.6 = Desarrollo de Chebyshev por integracidn de coeficientes.
£
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4.1 - Solucidn de ecuaciones diferenciale:

4,2 — Solucidn de sistemss de dos ecuaciones &iferencialas de

12 orden.



4,3 - Solucidn de ecuaci

5.~ Varios.

5.1 - Piltros sctivos Sallen-Keen—~-Key de 22 orden.

3 en-Key de 3% orden.5.2 - Filtros activos Salle

5 .3 — Bguilibrado dinsa:



MOLTIPLICACION DE UHA W

SU TRANSPUESTA
S

ATRTZ CUADRADA POR

1.- Objeto.

Dada una matriz cuadrads A, NxN, con N24, el siguiente pro-

grema obtiene, elemento pof elemento, la matriz simétrica resultante

de multiplicar A por su trenspuesta A', bien por la izquierde (AYA),

bien por la derecha (AA‘).

Ie matriz NxN resultante es, como se ha dicho, simétrica y

con la diagonal principal frecuentemente dominante, por lo que estsa

operacidn, entre otras cosas, se puede emplesr para transformar sis-

temas lineales con objeto de asegurar la convergenéia iterstiva de

« £

su solucion.

2.~ Método.

Seag la matriz A:(aij) v su transpuesta A‘:(aji).

Si le multiplicacidn es por la izgwierda, oéfienemcss

B=A'A = (b3j) 5 Dbyy= bji o bid = ?‘ NN

Si ls multiplicacidn es por 1la derechs, obtegemos:

B= A= (b)) , by=bi s D= ? By By

3.- QObservaciones.

Yo que la diferencis entre los dos productos es exclusiva-

mente el orden al tomar los subindices (ki, kj o ik, jk) bastard em-

plear un "flag" (el 0) para identificar el producto y tomar elorden

adecuado. |

Ie subrutina B se emplea psre el direccionamiento de los

elementos aij' La A, pars su almaeenamienfio. Ante 12 manifiesta impo-

sibilidad de almacenar los bij’ éstos se van mostrando en el orden en

gque se calculan.

4.~ Ejemplo.

Sea 1ls matriz 4x4:

A

O
=
N
u

Q
W
#
O

O
=
N

o
Y
N
W



S ndo las instrucciones, log elementos se almecenaran:

5 ENTERT ; 1; ENTERT ; 15 A.

0; ENTER } ; 23 ENTER? ; 15 A.

o: BNTER} 3 33 BNTER! 5 15 A.

3; ENTER} ;3 4; ENTERT ;5 1; A.

o, ENTER}| 3 13 ENTER' ; 2; A

43 ENTER? 3 2; ENTERY A.

1; ENTER' ; 35 BNTERY ; 25 A

Ete.

Para la multiplicescidn por la izquierda haremos: 43 GSB

Y se obtienen los sucesivos elementos de la mstrigz:

30 11 22 19

T4 69
oo l

indicando la flecha la simetris de los elementos restantes

B = A'A =

(f
;

@

Para la multiplicscidn por la devecha harvemos: 43 GSB 2.

Y obtenemos: 38 1% 31 26]

s o2 26 39|
B = Ah 1 83

P 110

E1l tiempo de gjecucidén para cada elemento es de unos 20 s,
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FACTORIZACTION ¥ DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA
 

1.- Objeto.

Dada una matriz cuadrada Ax(aij), de orden N< 4, tal gue

aii# 0 para cualquier i, el siguiente programa obtiene su factori-

zacidn ortogonal y calcula su determinente.

De esta forme resulte A = L U, siendo:

U = (uij) le mstriz reducids NxN triangular superior, con

uii# 1 en general y U4= 0 para todo 1> ]. '

L = (lij> la matriz de razones NxN trisngular inferior,

con liix 1 para todo i, ¥y con lijz O para todo i< j. E1l prograna

caleculard los elemén%os i>J vy la matriz se debera completar con

1 en la diagonal principal.

Por obtra parte se simplifica notablemente el caleculo del
ré

determinante ya que se cumple: DET = 11 u
=t ii”® .

g1 A es le matriz de un sistema, A x = B, y se extiende

ls teduccidn al miembro de la derecha de forma que B = L C, el -

sistems equivalente U x = C resulta de mas facil solucidn al ser

uijm.O pera 172 j.

2.~ Método.

Se emplea la reduccidn de Gauss, que puede especificarse

en el algoritmo:

Hacer, para k = 1, 2, ccey N-1

m,y= aik/akk s 1‘z k+1, “ees N

Hecer, para i = k+l, ...y N

_ 815 B13 ” PPy
Terminado el slgoritmo hacer u, .= 8, . ¥ 1l..

ij ij ij

almacenados tales elementos en lugear de la matriz A,

a J =1 ooe,N

= m, ., guedando
1J

asi, pues, los elementos empleados como pivotes son los de

la disgonal principsl. A1 no emplearse ningunsg estratégia de pivo=

teo, se hace necesaria la condicidn aii£ 0 para evitar detenciomes

por operacidén ilegal. S1 no se cumpliese, el usuario debers alterar

el orden de columnas y/o filas para lograrlo.

Tras la reduccidn, el determinesnte es facilmente calenla~—

e eAT mwmAnata Aa los elementos de la diagenal principal.
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3.~ Observaciones.

 

Por el pocoe espacio de programs disponible no es posible

slmacenar los elementos =, , automaticemente. Ia subrutina A direc-

ciona tales elemenbos a pertir de i, j, y medisnte STO f (i) se al-

macensn. Tampoco se puede utilizaer la capacidad del registro I por

los pasos de programa necesarios para su preparacidn.

4 .- Ejemplo.

Sea la matriz 4x4:

O
=
N

~
J
w
O

e
t

U
O
=
N

Y
N

Tras 4; STO O hacemos, siguiendo lag instrucclilones:

1; ENTERY} ; A; 5; STO £ (1)

os ENTER' ; 135 A; O3 STO £ (1)

33 ENTERT 3 13 A; 23 STO f (1)

Etec.

-

Arrencendo el programs con B, muestra, tras 1 m 34 s de eje~-

eucidn: DET = 1.056,0000. Extrayendo los elementos con A se obtiene:

5,0000 0,0000 2,0000 3,0000
4,0000 0,2000 =0,2000

U = 39,4500 1,5500
O 5,5673 |
1

L _|os4000 1 O
=10,2000 0,7500 1

0,0000 1,7500 0,4921 1

Evidentemente los 1 de la diagonal principsl no estén alma-—

cenados ya que su lugar lo ocupan los elementos w5 al estarawmbas

metrices superpuestas.
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EATORTZACION Y DETERMINANTYE DE UNA MATRIZ SIMETRICA

1.~ Objeto.

Dade une matriz simétrica A:(ajj), de orden N< 5, siendo

ev1aentemmn%e ald:3i y tal que 8.4#£ 0 pa cualguier i, este pro~-

grama obtiene su factorizacidn Qrtogonal y calcula su determinante.

De este forme resulta A = L U, giendo:

U = (uja) 1a metriz reducida NxN trisnguler superior, con

u.,# 1 en general ¥ U o= 0 para todo 1> j. U es 1a matriz calcula-

da por el programé.

(1) le metriz de razones NxN trienguler inferior, --

con liiz1 para tod i, y con 113 0 para todo i<jJ. Si bien el pro-

grams no calculs esta matriz, es facilmente obtenible ya que, poT

la simetris de A, se cumplird 1ij: uji/ujj para todo 1> j.

| 11 cdlculo del determinente se efectia fzcilmente ya que

DET = %% U, ..
) il

i

Pambién es extensible a este caso 1o dicho en el progrema

anterior referente 2 ‘la Simplificacién en le resolucidn de sistemas.

2.~ Método.

Es 1dept¢co al del progrena enterior, pero aqul no se al-

macenan los elementos My Ta economia gue supone la simetris de A

permite aumentar en una unidad el orden maximo posible, llegando —-

asi a 5.

3. ObSGTV&ClQflEb.

 

Es vélido lo dicho en el amtefilor, Ts subrutina A se ha --

modificado sdepténdols a los elementos 8340iz j. Bn evitaecidén de -

errores'y para mayor comodidad, es indistinto el orden en gue Se in-

gresen 1i,].



1.3.2

4.- BEjemplo.

Ses la metriz: { 8 -2 3 0 41
2 10 5 -4 2

A = 3 5 6 c -1

o -4 o0 -7 1
& 4 2 -1 1 5

Después de 5; STO O, slmacensamos 1los elementos i< j hecien-

: ENTERY$ 5 A3 8; STO £ (i)

ENTER{ 5 1; A; 2; CES; STO £ (i)

ENTER ¢ ¢ 15 A; 35 STO £ (1)

ENTERT 5 13 A3 O3 STO £ (i)

ENTER 4 s 13 A; 43 STO £ (1)

ENTER { : 103 STO £ (i)

; ENTER { s As B3 STO f (1)

Ete.

do:
e

o
8

e

N

~
-
Q

w
N

o
W
o

-
9

o

Iniciendo con B, tras 3 m 20 s, muestra DET = 5.352,0000.

Recupersndo los elementos reducidos, podemos Tormer la matriz:

8,0000 =-2,0000  3,0000 ©0,0000  4,0000
9,5000  5,7500 ~4,0000  3,0000

U = 1,3947  2,4211 -4,3158
O -12,8868  9,7547

"'39 9180}

Pare formar la matriz I harismos:

3,; ENTER?; 2; A R EEEEEREEYE] "‘2’0000

1; ENTERY ; A ..... Ceecanes 8, 0000

/ -0,2500 (121)-

1:s ENTER'Y 5 35 A soevviennnn 3,0000
1; ENTER} 3 A covenn. cecacee 8,0000

2
/ 0, 3750 (131)

Ete.

Obtenemos asi: { 1
-0, 2500 1 <:>

L= 0, 3750 0, 6053 1

0,0000 =0,4211  1,7358 1
0,5000 0,3158 =3,0943 -0,7570 1
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N UNCION UNCION NE NCION N= UNCION N2 FUNCION N*® § FUNCION

Ll A X 1 3 6 1 6

x>y 2 7 2 7

X2y 3 8 3 8

4 g al s
5 G S o

6 1 6 il

7 2 7 2

8 3 8 3

8 4 g 4

5 o 5

6 1 6

7 2 7

8 3 8

S 4 Q

12 5 50

sro F1 6 1

ey 7 2

rew £C5) res | 8 3
h RTN £ x#Y 9 4

hLBLE &TO 2 09 160 5

/ / 1 &

s7o 3 sro +3 2 7

h 3L} ReL ¢ . 3 8

Sto I e 3 4 9

h taL?  {060| f x#Y 5 200

! aro i 6 1

8710 + 1 / 7 2

Rer | 570 ! 8 31

sro 2 hLlald 9 4

h LALSZ reL 3 10 5

reL 3 Enren f 1 6

Gs3 A as@ A 2 7

reL | sro x! 3 8|

Rct 3 4 g

asm 4 5 10

Registros

of ~ jit]  iper 2T 5 Ws[ k. Hale, 4 ES Gz0n 6].U |

7| ay . 8| G, s 19| 3 0| @us . iy 141 , i 3@y,U

Alasy, | U, h G35, s iikfi Aoy | H;,;,Ji:? Gis | tus 27 i § PR

Etiguetas

A b:fmcaomawgwm BE Oy. o N ~

5B f,dz,c,uaa - . I R -

LeEva. ] B
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SOLUCICN DE PO ROUACTONES STIMULTANEAS CON

COEFICIENTES COMPLEJOS

1= Obet0.

Dado un 51stema de dos ecusciones simulténeas con coefi—-

clentes ccmplegou, v expresado en la forme:

+ v Xr): W
VXt Y, 5
V3X1+'Vo= ¥g

el ulgulen%e programa calcula les raices %q Y %o que serdén, en ge-

neral, complegq

>~ Método.

Para este proposito se emplea la regla de Cramer. Toda la

aritmétice ha de hacerse con conplejos. Se preve que los detos se

jen en coordenadas polares.

Asi, pues, se calcula:

\Ws Vz\ \Vl “’"5‘
We Y, vy Vg v. v

B = ; = 2
X, =" ~ _ S X, = = A=l 1 \

 

3.~ Observaciones.

Yaque se ha de emplear reiteradas veces, la subrutina 2

efectla la multlpl;cac¢on de complejos en coordenadss polares.

El anacenamleuto de los coeficientes se efectia con la

enfirada 0, que termina calculendo el determinente del sistema.

4.- Ejemplo.

Sea o1 sistemas 8»-

3

 

+ 12

Despuéds de ajustar el modo angular (g DEGg E o} R o e W B O l
fl

O o H m 53
\3 ja s o o
t

o] w0

coceficientes: GSB O  eessecseee 0,00CO

303 ENTER' ; 8 R/S.ueeesenss 1,0000

~15; ENTER ' ; 15 R/S...eeevnns 2,0000

"'30; E}'}-\XTEB% ; 3; R/Soocq&co
fie& 3,000@



125; BENTER ! »

4 12; R;/Soyoeteeotteé

603 ENTER? 5 105 B/S.oeeivcovecnn

““45; ENTER% ; 2; R/’S-eeoeooeooow

Para calcular las raices, haremos:

A siiiieens ceenns . 1,2230

X:y 6 o ¢ s 0@ 0 o0 ° = _3309 2644

B..GOQGOOQDOQQCGO 092210

Xzy @0 6 a6 8 00 C & WO 8 ”27392121

4 , 0000

5,0000

0,0000

(m@dc

(arg.

(mod.

(arg.

Para conocer el determinante del sistemaheremos:

CL O
RCL 1

¢ & 8 & T e 2O e 6T @

e % 9 9 Q0 e 6 & @ & O

98, 8244
154,4051

{(mod.aAn)
(arg.l)
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Ty @erasr  PROGRAMA .

L AVUSTAR. FI0BO ARSULAR 4LbECU4bO.,

3 |s &sm O o

U INGOESAT COBRICIENTES UAZIENDO v, (arg) | EATER

_ v, (mod) rR/s /

( EL SISTEMA SE CONSIDERA SXPRESADO : Vo (ang) enrER P

Ve X, + Va3 Xg T Wg Vo (med) /s 2

VaX, + Vy Xz = Wg J vz (arg) EAvER

vy Cmed) /s 3

vy (ard) EXTER £

Ve (o) RS &

we (ard) ENTER. #

we Cmodf) /s -5

We (@) ENTER P

W Cmed) r/s o

5 caLevrar La 14 rarz 4 X; (mod)

4 X CG'“Q,)

G cdrLcurdn L4 28 RaZ B Xo. (moct)

X2y Xz (arg)

7 Pang REPETIZ NUEVAMENTE LOS C4LenDs | I 4

5 g 6.

8 PAra covecen &L DETERMINANTE bEL SISTEMA Rern © & Emod)

' ereL | A Carg)

9 Pana uv NUBVO caso, IR 4 T,
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UNCION UNCION N IFUNCION N: UNCION N UNCION Nt UNCION

001 L3 o 6 2L 1 ? 6 1 6

2 & 7 2 3 7 2 7

3 . 8 3 a 3 8

4 © g 4 9 4 g

5 / 5 o 5 o

6 5 1 6 1 6 1

7 2 7 2 7 2

8 3 8 3 8 3

of Recu 2 4 Q 4 9 4

0 5 0 5 0 5

i 4 6 i 6 1 6

2 - 7 2 7 p 7

3| 2 8 3 8 3 8

4 = 9 4 9 4 9

5| r/s 5 5 0

sro (i) 6 1 6 1|
185G 7 2 7 2

o R4 o R 8 3 8 3
sto £¢L) sro 3 4 9 4

02 56 5

1} «mo ! Rl €

ret. S ree . 8

rRcu U red . 4

Ret o 470 3

reL .o 060 A L3L B

&Si3 2 e §

sT0 O RS &

£ R4 rew .S

sro ] RCL . 4

ret 7 GEr5 2 10

ret & STo 2

rct. 9 Ry

rce 8 sTo 3

asn 2 rRee . 3

SO - © 07 Ret.. 2

Registros
0| & (mod) H 11a Cars) IF Lz, i% 31 wuwptiz. 41 v, (mod) §5 v, (arg) {6| Vz Grod)

7| ve Carg) Vs Gmed) 19| v3 (o) fi0 vy Cmod) fia| v @) |12 ws (meel) ’.:3 we Garg)
Al wy moed) 1.5]w,, (@rg) fi6 1.7 .8 9\< ' l

Etiquetas Flags
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2.1.1

Ulv eyA DE PRODUCTOS DE ORDEN N DE M NUMEROS REALES

i

1.- Objeto.

Pada ls serie de numeros reales X1y Xpo oo o Xpys el siguien~

te programs obtlene la suma de productos de orden N, es decir, la

suma de los posibles pvoductos gue se pueden formar tomando N fac-—

tores de entre los M némeros. - |

Por necesidades de slmacenamiento, se ha de cumplir que -—--

N+M<Z1l6, y por lefilosofia del programa, NZ M,

2,~ Método.

Tos posibles productos de N factores tomados de la serie

de M ntmeros se formen mediante las combinaciones, sin repeticidn,

(de ahi que Nz M), de tales ndmeros de orden N. Es decir: A

= fi p,, con 1 =(Efi\ v po= X, X. X, eos X
STk N i k i, i is i

COI’ll lg«eooqh’g; i-‘-’»"l,..s’M; e e e ; iN"‘: 1,0:@9]\;{;

3.— Observaciocnes.

Bl progrema sigue el método expuesto, por lo que los indi-

ces ik se generan en el proceso de cdlculo. Ya que se requiere su ——

almacenamiento, y teniendo disponibles sbélo 16 registros, se esta-

blece la condicidén N+ M<16.

En el caso frecuente en que N =M la condicidn se traduce

en M={8. Este es el casso en que S8¢€ deses formar un polinomio cono-

cidas sus raices.

4.~ Bjemplo.

1) Sean X= Xy= X = 1, es decir, M = 4. lLes gcunulacio—

¥

s 43 ST0.9 y 1;STO 1 sTO 29 STO 33 STO4,

obtenemos: 13 A weneesoecnneses 4,0000 ,(18 )

2; A.oaavo"ce&nea-a
G’QOOO {,4‘4 S)

nes de productos de ozden 2 3 y 4 nos darian los numeros combi-
3
1

natorios (i), (2),g),f (i

Efectxvgmbnte, tra



33 A viivacocossaseess 4,0000 (47 )

4;A 00&?50.09'&.”'!.6
]-’OOOO (22 S)

2) Queremos formsr shora un polinomio cuyas raices sean

X,= 2, X5= -3, Xy= 1, X, 5y Xg= -4, siendo por ello de 52 grado.

Se deberd cumplir p(x)= (X*Xl)(X~X2)°°,(X-X5) y de este -

producto se deduce que los coeficientes del polinomio son precisa-

mente las scunmulasciones S de los productos de los valores uXi; Se

puede establecer, en general, que a;= SN«i siendo N el orden del

polinomio.

Asi, pues, tras 5; ST0.9 y ~2; STO 13 33 STO 2; ~1; STO 33

~53 ST0 4; v 43 STO 5 obtenemos los coeficientes:

S_. , 1ueg0 55 A cevereverncsens =120,0000 (27 s)-

az S; , 1uego 43 A tevecesesoeceas 134,0000 (1 m 15 s)

B,= 83 , 1uego 33 A ciieienee ceoece 13,0000 {1 m 40 s)

84 82 , 1ueZ0 23 A secarceccecsas. =27,0000 (1m 9 s)

8,= S1 s luego 15 A ceccececssssscs  =1,0000 (21 s)

E1 Yltimo coeficiente ha de ser a5x 1, segin se desprende de la for-

ma multiplicativa, Quede asi:

p(x)= =120+ 134 x +13 XZ— 27 X3 - x4+ X5¢
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> - A g
& ";fi g‘{fi‘s‘: @ PROGRAMA 1 swma s probucres d& ORsEN A,

Nt UNCION §N2 UNCION N: UNCION NZ UNCION §N2 UNCION iN2 UNCION

OCt L A 6 f(5)
s70.8 7 x&1

/ 8 £

sre.7 9! x=xVv

53 O 040 x&T

oLX =y

sTo f(L)

-
Q
i
m
0

1

2 P4

SV0 O 3
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¢ 5

6

7

g8

9

Q
I
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N

R
-

Q|
B
~

|
R
I
L
I
N
]

-

<70 +(2)

peL (i)

rRct., 7
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&re 2

coex

!

+
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-
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$T0.7

o X770

GTO U

rRCL O

h R7TH

B LBLO

3 reL. 9 10

- +

+ sro f1

sto f 7T cLx

! ret FU2)

LRL3 07 b ORTH

Registros

of suma H1 X, 2 2 3] -234 Xi 155 Xe ‘—s Xe

71 %, 48| xs 49| r, fo| T 4| % ol 14 ;.3 Iy |

A sl 7 %is |l ® 8l N H.g M o          
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ATLGORITHMO DE HORNER
 

~ Objeto.
Dado el polinomio ¥ = 8, B,x

el siguiente programa proporciona:

£*’a“2"' es e ¥ aan, nélG, ——

1) Divisidén del polinomio entre el binomio x - z (Sb. A).

2) Obtencidn de y = f(z) (Sbh. A).

3) Cembio de ejes x = x'+2z, resultando un polinomio en x°

de grado n (Sb. B)g‘

4) Obtencidén de los coeficientes de Taylor para X = 2 =—-

(Sb. B).

5) Eliminacidén del término x™1 mediente la traslacién —-

Y= x4 3 = o @= X anml/ng cuendo 2 1 (Sb. B)

2.~ Método.

Se emplea el conocidc algoritmo de Horner, que en su Torms

general se puede especificar:

Tomar J = 0y 1; esey Do

Hacer, para i = (n-1), {(n=2)y ceey J

a_i = ai% Z ai 1

Tal como estéd especificado, los coeficientes modificados

guedan en el mismo lugar que los inicisles. En realidad, tras la -—-

primera pasada, correspondiente a J = O, el grado del polinomio que=

da reducido en una unidad, por lo gue los coeficientes deberian ——-

trasladarse un registro. En la versidn utilizade para nuestro propbd-

sito se hace asi{. En realidad se empléa i = j, j-1, j-2, ..., O, ¥

j =n=l, 0=2, ..uy Qs Después de cada J se efectiia una rotacidn de

los coeficientes de forma que 81% 8y 80% B13 etec.;, ¥y el res-

to, correspondiente al nuevo valor de aO, se almacena en an.

Para los objetivos 1) ¥y 2) sbélo es necesaria una primers -

pasada del algoritmo, correspondiente & j =nen nuestra versidn.

3.~ Observaclones.

En el caso de un sdlo ciclo se emplea la entrsda A. Para

el resto de utilizecionss, en que se requiere el algoritmo comple~-



.
2.2.2

to, se emplea la entradas B. la subrutina IBL 4 es la que efectua la

multiplicacidn encejada de los coeficientes subindicados desde el —-

valor sctual de j hasts 0. La subrutina termina (IBL 5) con la rota-

cidn de coeficilentes.

4.~ Ejemplos.

Sea el polinomio

p(x) = 60 - 32 x - 71 x° L 40 x5 + 10 x4 - 8 x5 + x°,

1) Se pretende dividirlo por el binomio x ~ 4; es decir,

7 = 4, Después de 63 STO.C y de almacenar los coeficientes con -—-

603 STO 03 323 CHS; STO 1; 71; CHS; STO 23 40; ST0 33 Etc. haremos:

b3 A eeveeoeasvaces =180 (12 s)

valor correspondiente al resto de la divisidn. Recuperando los nue-

vos coeficientes tendremos:

RCLO 6 e b ¢ 08 &6 6 o6 “‘60,0000

RCL 1 vevecesneecs =—1,0000

¢ ¢ & e« & ¢ * & 0 e & ©

RCL 6 ceveaoecenes =—=180,0000

pudiendose formar:

p(x)/(x=4) = =60 = 7 % + 16 x2 - 6 x3 - 4 x4 4 x5 - 180/(x=4).

2) Te sustitucidn x = 4 la hubiésemos resuelto de 1la misna

forma. Cargado nuevamente, 45 A, nos daria -180, resto gque equivale

a p(4).

3) Queremos hacer zhora la traslascidén de ejes x = X'+ 3, es

decir, z = 3. Almacenamos nuevamente los coeficientes y hacemos —~—--

3; B, Tras 1 m 1 s nos muestra el orden 6. Recuperados 1lcs nuevos —-—

coeficientes obtenemos:

p(x') = - 80 x - 116 x2 - 20 x3 + 25 x4 + 10 %2 + xb.

4) Si quisiéramos conocer 1los coeficientes de Taylor para -

x = 3, hariemos igual que antes, ee decir 3; B, y tales coeficientes

serisn los obtenidos entes. Luego si
) “ \\(

p{x+2z) = p(2) p{ifi)x +-Et§fgl XE ¥ Lae =

- 2
= b, + bl X + b2 EE4  ese

6] desarrollo de p(x + 3) es el mismo que el obtenido antes para

p(x*).

5) Pretendemos ahora eliminar el término en %2. Puesto que

IS  
  ne = 1. hemos de ha

 



% . .

X =X % 8 n s %)e1/ 9

En nuestro casc

Almacensdos 1los

oyoy
&g & gj

— / e 7= X - 8 n vegn 7 = -8 L /1N.
n-1/ 7 TS nm-L/

seris z = 8/6 = 1,333333333.

coeficientes del polinomio herismos:

£ BPIX 9; 8 ENTER 3 63 /3 B evvececeecs 6,000000000

Recuperando los nuevos coeficientes obtenemos:

RCL O eevnen

RCL 1 cevcnn

RCL 2 ceeees

RCL 3 eonn...

RCL 4 ..c.en

RCL D coeesn

RCL6 cevecs

Tos errores de redondeo,

cido b. algo menor gue O.
5

b

e & & & ¢ €& “14‘73?098769 (b

ou.. -10,56241426  (Db)
%)

vee..  53,04444445 (b%)
e ~1,481481460 (bg)

Ll -16.66666667 (b
4

cecoe -0, 000000002 (bé)

csece 1,000000000 <b5)

al no ser z una fraccidn exacta, ha produ-
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e Je-

ATGORITMO DE HORNER DE DOBLE FITA
 

l.~ Objeto.

Dado el polinomio p(x) = ajt 8y X + a, X2 4 ...+ 8, x0

con n<15, vy el trinomio Q = x2 -~ 8 x - p, el siguiente programa —-

calcula:

1) Ta divisidn p(x)/Q, obteniendo el polinomio cociente en-

tero g(x), de grado n - 2, y el binomio resto Ay, + B, x, tal que

p(x) = Q &(x) + Ay + B, x. (Sb. A).

2) Obtiene el valor p(xeo) para X, complejo. Siendo w=m—=w-

Xo = u % 1 v, y obteniendo s = 2u ; p = ~(u2 + v2), el valor buscado

sera p(xgy) = Ag + Bg X5. (Sb. B).

3) Para x. real, bastara encontrar s y p que verifiquen --0
xg = 8 X, + P. Aplicando el algoritmo se tendré:

p(xy) = Ay + By Xq (Sb. B)

4) Dividiendo sucesivamente p(x) entre Q se obtendrd la —-

descomposicidn

p(x) = (Ao + Box) + (AL = Byx)Q +(Ap + Bx)Q%+ ...
en la que los binomios A+ B4yx son los sucesivos restos. (Sb. B).

5) Considerando Agy= A(s,p); Bo= B(s;p); es decir, como fun-

ciones de s, p, se pueden deducir las distintas derivadas de A y B

como sigue:

  

Denominando »Apz 37 Ag= il szz -a——i;- 3 Bg= 35

2 z
2 __'b_:.A . _ BA .

App:'%i% ’ APS“EPDS’ Agg= S5n 1 Fte.

resultas Apz Aq 3 Bps By 5 Ag= pBq 3 BS§ sBp + Ap

App/2 = Ap Bpp/2 = Bp

Aps/2 = pBy + By/2 Bpg/2 = sBy+ A, = C,

ASS/Q = PGE BSS/2 = S(;Q + p82+ Bl

Ete. (Sb. B).

2.~ Método.

Disponiendo la divisidén como un esquema de Hormer de doble

fila, se deduce facilmente:
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a & & ~ & € 0 v e 8 a 8 e

n n-1 n-2 n-3 73 =2 1 “o
% * { %

" hin - a ° » p%r- a8 a 9,iy P n b n-1 ¢ e < 5 P 4_ P 3 P o

? S % s %

5 - sa S8 5a . ¢ e 6 58 58 s88a -

| n n-1 =~ n-2 °°'° 4 3 0

2 a’ a’ a’ ceee. BL B al 8
n n-1 n-2 n-3 3 2 1 o

Desde aé a a, serdn los coeficientes del polinomio cociente

de grado n-2. Los términos de cierre aiz By ¥ 8y= Ag son los del bi-

nomio de resto.

Se puede establecer, pues, el siguiente algoritmo:

Tomar anx a_ 3 an n+1 “ne2 "7 0
Pora i = (n-1); (n~2), ..., 1, hacer

8.= 8., 4+ a, S + a,
L, i i a1 %Y 800

Tomar a = &  + a. ¢+ A=8 3 B=a2g
0 o P By i T B3 5, 1

Aplicado reiteradas veces, disminuyendo cada vez el grado

a

Ln dos unidades y rotando los coeficientes, obtendremos los restos

4y B3 Aqy B13 etc. hasta obtener el ltimo cociente de grado < 2.

Los valores Ai’ Bi quedersn aslmscensdos en lugar'de 1os'ai y situa-~

3os correctamente por la traslacidn a la que se les somete.

3.~ Observaciones.

1 rotecidn de coeficientes ha de hacerse en dos drdenes,

por disminuir el grado en dos unidades. Esto lo realiza LBL 7, que

emplea por dos veces la subrutina 5. Cuando el grado es par, el Gl~

timo resto carece del término en X, y s6lo es necesario rotar una ~—

vez; de squi las dos pruebas en los pasos 019 y 021.

4,- Eggmglos.

1) Sea el polinomio p(x)= 28 + 5x +-3X2-% X3-% x4. Deseamos

dividirlo entre Q= 4 - 2% + X2;

Hacemos: 4: ST0.9; 28; STO 03 53 STO 13 33 STO 23 1; STO 33

STO 4.

23 STO.7; 45 CHS; S7T0.8

AQ‘Q‘OO!IS..I
4’0000

Recuperando los coeficientes, obtenemos:

}RCLO 5 6 6 6 % ¢ 08 s F 3 SQOOOO (bQ)

RCL:L S e 6 et a6 e e s s e 3;0000 (.b'l)

RCL 2 ® ¢ et e 9 G 8 AW T OEC JA.,OOOC" (bz)



R{:}L_s © ¢ 8 v % T &8 YT S S 8?0{300 [\

ECL 4 cevecesesneos 33,0000 (B

2or lo gue podremos formars

p(x)/Q =5 + 3x + x2 + (8 + 3x)/Q.

2) Dado el mismo polinomio anterior, queremos conocer su

V3,
-3 9 |

Formamos 8 = 2u = 25 p = -(u® + v2) = 4, Son, pues, los

valor para Xg= 1 + 1

Almismes velores que en 1), por lo que repetirismos los mismos pPasos

anteriores para obtener Any= 8 y By= 3. Asi, seria:

p(xg)= Ag + Boxy = 8 + 3(1 + if3)= 11 + i3(3 .

3) Sea ghorsa el polinomio

p(x)= 28 + 21x - 13%2 + 13x%3 = 3x4 + x5

7 deseesmos descomponerlo en funcidn de Q= 4 - 2% + %2 medisnte suce-

sivas divisiones, Haremos:

5; S70.9.

28; STO O; 215 STO 1; 135 CHS; ST0 23 13: STO 3
33 CHS; STO 43 1; STO 5; 2; STO.7; 4; CHS; STO.8
Bootcvu.ouoocqlol 590000 (N) (El’l 4—3 S)

RCL O vevececeaens 8,0000 (fi)

RCL 1 vevveeocenes  3,0000 (B )
BCIJQ csecesceoos s 1;0000 (kl)

ROL 3 R RR 5900(.)0 (Bl)

PL(.)I}AV ® e ® 0% 00 9 e & 2 9 E;OOOO (Fn)

RCL S5 covcvvveeeeee 11,0000 (Bg)

Resultando, esi:
5

p(x)=8 + 3x + Q(1 + 5x) + Q2(1 = X).
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2.4.1

RECTPROCO DE UN DESARROLIO POLINOMICO

 

Dado un desarrollo polindmico de la forma

= 2P=1%8.X +8,X%+ «.o

el siguiente programa obtiene los coeficientes, hasta los 19 prime-

ros, del desarrollo reciproco del anterior:

R=1+bx +Db,x2 ...
1 2

de foyma que P°*R-= 1, es decir, R = p-i,

2.~ Método.

Por definicidn se deberd cumplir P R = 1y, por consiguien-

te (1 + 8% * aoxg ¥ eoo)(1 * box * b2X2 +oeee) = 1
1

lo que supone que, para n = 1, 2, <.

4 =
| bn + albnml ‘ azbnwz + eee ¥ an 0

obteniéndose la férmula recurrente

bp= = 81Ppq " Bplpp T v
La expresién snterior puede sintetizarse en la siguiente:

L~

anbo , con b= 1 ¥y n = 1,2, ees

b.= -~ a, - iziajb. i=1, 2 n
? 7 § eeceys

i i 5T i3
siendo n squi el nlmero de coeficientes bi deseados.

3.~ Observaciones.

Hey dispbnibles 19 registros para almacenaniento de ai y

bi‘ Cuando a, es funcidn de i, como ocurre en muchos casos pricti-

cos, y es posible, pues, programar 8,= £(i), los 19 registros que-

dan disponibles para bi por lo que N<19, siendo N el ntmero de —=—

coeficientes bi deseados.

Cusndo &, deben ser explicitados y, por consiguiente, alma-

cenados, los 19 disponibles hen de ser repartidos entre 2, y'bi.'Asi,

debersd cumplirse Ny + N<19, siendo Ng el grado de P y N,como antes.

Elprogrema presentado considera esta Gltima circunstancisa

y por ello la subrutina A extrae de la memoria los valores a;, de-

biéndose ingresar Ng como constante en el paso 049 (y 050 si tuvie-

A e 3
se dos 4dlgLTO8



2.4,2

Bn otro caso, cuando 8= £(1i), en lugar de lc enlistado --

desde 049 al final, se programara esta funcidn, siempre bajo LBL A,

4.~ Ejemplos.P

1) Se desea cslcular los 8 primeros términos de la expan-—

P4

sidn: X 2
“"mefll*‘b}:

.%,.b‘}:_*' .

log (1-%) 1 e °

1a serie buscads es la reciproca de

log (1-x. : .
P:“.Mfiw%mw—lzl-g-x/z

-file/B_fi_‘a. ‘i"aixl‘)’..e

Los coeficienves = vienen d=dos, pues, DPOT

ai: /(i + 1) =1, 25 cus

No usaremos la subrutina A enlistada, gino esta otra:

048 IBL A

049 1
050 +
051 h 1/x

052 h RTN

Bastard ahora hacer:

B B eiececscersane 8,0000 (1 m 38 s)

£ FIX 9
RETD L cvvveeosnceea =0,500000000 (b,)

ROL 2 veveeveseeess =0,083333333 (b2>

BOT 3 evvveveeeaess =0,041666667 (bB)

ROTL 4 veseencesesss =0,026388889 (b4}

RCL 5 veeveconsesss =0,018750000 (bé)

ROT 6 vveveeveesnss =0,014269180 (v7)

ROL 7 vevevenceasass —=0,0113673%4 (b%)

ROT 8 veveceseeeess =0,009356537 (b8>

?2) Deseamos ahefa obtener el desarrollo dél reciproco de

P=1+x + 3x2 - 5%3

Hemos de emplear aqui la subrutina A presentada, ingresando 3 en el

paso 049, por ser el grado de P. Paras calcular los 8 primeros tér-

minos, haremos: 5; CHS; ST0.9; 33 ST0.8; 13 STO.7

B B eeveencnn ceacs 8,0000 (2 m 6 8)

ROT 1 vevevoneconnnns -1, 0000 (by)

ROT 2 ooevnesoneenss =2,0000 )

BOL 3 oeevnneecs .... 10,0000 (b3)

ROL 4 ccceoscvccosacs ~9,0000 (b;)

RCL 5 vevenes S eee. =31,0000 (bg}

BOL 6 veveonnnneenncs 108, 0000 (07)

RCL 7 .c.a........;. «G0,0000 (b7)

BOT 8 vrvevesoasssee=tl8,0000 (bg)

' Nota: Is base tedrica del método y el primer ejemplo estén tomados
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ITULO: recirroco b8 UM dEsanLoLLo POLINDMICO,
 

instruccicnes de uso

5 NTRADA SALIDAOBSERVACIONES DaTos! FUNCION ESSQLE')ADOS
CARGAR  PROGALIMEA HASTA EL PASO D48,

Sf SE H4 BE EXPLICITAR. €l CalGoR  LOs Fd-

SOS NRESTANTES , L\ESD(; DU Q¢ FinBL , INGRE -

Sarvo PO Mg gr oedsd dEL POLINCMIO -

Sl ci ES IMPLICITD ¥ SALCCLARLE &7 FUNTION

o2& kK, D UTiLizar DESdE CUF &0 AsZtAn-

TE, PUOGRAMANDD EN SU LUGAR L4 ORTENSION

KE G SURGMIENDD A k & =L Recrsmo X

7 MEVOLVIENDD & TAMBIEW &N x. iz 4 Y.

EM &L £ASO ME g EXPLICITOS | ALMA4CENAR E5-

TVS HACIEWD O

Lt INZRESAR UMERD ME TERMDS DEL REZI -

Broco IESEAdOS N+ Ny =< 14

)

o mvicial

5 f-“’x”:'o'upgrmp_ TERMINTOS b MdciEnNDD  PARL

k= ‘f, el »

& fana €m0 cdse 18 A 2,
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B careveoBEby

CAleuLy O BRGELoAMIGTD 28 @

  

-4O PROGRAWNA : recinoce 56 ow dssarroLio powmsomice.
Nt FUNCION N FUNCION i} N2 |FUNCION N* FUNCION N2 FUNCION N2 FUNCION
001 |45L B 6| ret £ 1 1 6 !! 1 6

2| esx  §7| 1 2 7 2 7
3| 3 8| - 3 8 3 8
4l> 9l kT 4 o S 9
5| f 040| £ 7MW 5 110 I s 180
6| 1heaes 6 Ez 1 6 1 B
7| 570 £ 2| xa1 7 2 7 2
Bk s ¢ Slece f( 8 i3 8 3
9l per £1 4] wzmy 9 s{ 4 9 4 ]

010 » /w7 5|fxxI 080 | 5 150 il s
1| aspa 6l o4 A | e 1 6
2| cus 7|k e 2 b7 2 W7
3|l 8lh LaLA 3 tg 8 3 | 8 B
4| smwo o| fNa] 4 ) 4 l 9 '
5| htarz |os0| x2y 5 120 5 190|
6| g R 11 f x> 6 1 6 1
7| meto Wl 2] 4v04 7 F 2 7 i 2
8| asna 3l - 8 B 8 3
g| reLo al 7 g o4 i o i“ 41

020|retfi § 5| 9 ogo fi 5 160 d 5
tawr || 8] - 1 I 6 o i 6
21 F x=vy 7| gm0 3 ;__2 ; 7 2 ‘i 7 o

3| ato v 1 8|4 wsLy 3 h 8 E | 8 )
4| - 8| «x 4 i s *’F 4 §}*_g

5| asa3 Joso| eex | 130 5 200
6| x ; 1|6 TV 6 o1 6 ! 1
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3| sy s il a } 8 3 | s
4lg 1s¢ || o 4 BE u 4 } 9
5| aro{ }i070 5 fl140 P 5 210
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POTENCTACTION DE UN DESARROLIC POLINOMIC

l.- Objeto.

Dado un desarrollo polindmico de la forma

P = 1¢%* ajx 2%2 4 6o s

el siguiente progrsma obtlfinp los coeficientes del desarrollo

. p® 2R =P = 1 + blx + b2X ¥ ece

resultente de elevar P a la potencias «, siendo « real.

2 ™ F‘-qé.t OdO -

© . “ -

Derivendo en la igualdsd R = P se obtiene:

[ )

R'= «P. P, vy por consiguiente P R'- =R P'= O.

Teniendo en cuenta que:

‘= o x2 s i-1P = al + 2a2x + 3d3X + ... + 1aix‘ t oeee

R'= b, + 2b,x + 3b3X2-b cee * :’Uojc:’““:‘L

y sustituyendo en la igusldad snterior:

(L+a X'+8.X2& .c.)(b1+ b X e )=%(1+D

+ s % e

x-+..°)(al+ 2a2x oo )=0
1 2 2 1

de la que se deduce:

bl ”tflalx o 3> b1= :&al

albl-%- 2b2 - oalbl * 23, )=0 > m(a -1) + 2«a)/

Ete,

Se puede, pues, llegar a la siguiente foérmula de recurren-=
-1

cias b= wa, + % :g 8;_ 3P, [«(i~j) - 31
=

que permite calcular todos los bi.

3.~ Observaciones,

Igual que en el programa anterior, la subrutina A que se

enlista prevé el caso eh que los 8y deban ser almascenados. En el pa-

so 054 se ingresard el grado de P teniendo en cuents que, al tener

que ocupar un $0lo pP2SO, debers ser N<9, siendo N dicho grado,. Ade-

més, al naber disponibles 17 registros, tambidéndeberd ser N+ Miéjfi,

siendo M el numerc de términos de R deseados.

Si 8= (i), se podrd progremer bajo IBL A, no utilizéndo-

se lo enlistado y quedsndo disponibles los 17 registros para bié es

Qdecir, M%17. Pero se deberd conservar el contenido de Y.



0
o eDel

4.~ Ejemplos.

1) Deseamos cealculer los 10 primeros términog del desairro-

110 de R = P2, siendo

P o oo¥= 1+ x/11 + x2/21 + x3/31 + ...

con lo que a.= 1/il. '
* oSobemos que R=PP=e?¥=1+ 2x/11 + 4x2/21 + 8x3/3!+ ...

por lo que bi: 2+/1t  , lo que nos serviré para comprobar la exac-

titud.

Programemos,; pues 053 h LBL A

054 h x!

055 h 1/x
056 h RTN

e iniciemos con 103 B eeseesese. 0,0003 (2 m 55 s).

Recuperando 1los bi, formemos uns tabla compsrativa con 10 digitos:

 
 Valor cslculsdo Valor exacto

ROL L veveeaenes 2;000000000 E O 2,000000000 & O

ROT 2 veveenoese 2,000000000 E O 2,000000000 E ©

ROT 2 eeeeoeesaee 15333333333 8 0 1,333333333 8 0

RCL 4 cevcooscesnc 6,666666668 E~-1 6,666666667 E~1

RCL 5 cesecsannocce 2,666666667 E~1 2,666666667 E-1

RO 6 eevceeesa.. 8,888888883 E-2 8, 888888889 E~2

ROTL 7T coceeccoscs 2,539682547 E-2 2 539682540 E-2

RCL 8 ceceeccons 6,349206304 E-3 6,349206349 E~3

RCL 9 eocencosnco 1,410934761 E-3 1,410934744 B-3

RCL.O coceencenc 2,821869439 B4 25821869489 B-4

2) Sea P = 1 + 2x - 3x2 + 4x3, deseando obtener R = P2,

Aguil empleamos l= subrutina A enlistada, con 3 ingresado en 054.

Hecemos, pues: 43 STO.T7; 33 CHS; ST0.63 23 ST0.5; 25 ST0.9.

Y para 10 términos: 105 B eeveenn ... 4,8667 E=8 (3 m 22 s)

BOT L eveovceceanses 45,0000 (b.)

RCL 2 scecscoscacoos -2,0000 (b )

RCL 3 cceoccccescsonc -4 ,0000 (b3)

ROL 4 wuvevnnne 25, 0000 <b4)

RCTL 5 ccsovscoccecas -24 , 0000 (b

ROL 6 eeceeonnsnonne 16,0000 (b )

ROL 7 ccacevecsncsce -1,0000 E-£& 7)

ROL 8 .cecocecveccons 1,0000 E-8 (b8)

ROT O vevecsecenceces =243333 B-8 (b))
S£o7

RGL:Q ¢ o 6 2 8 8 8 8 2 2 S € &3 4’,8007 15“8 (b10>

A partir de b6 debieren haber sido nulos, pero aparecen —-

errores de redondeo.

Nota: Tgual que en programns anterior, pag. 2.4.2.
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EXPONENCIACTION DE UN DESARROLLO_POLINOMICO

1.- Objeto.

Dado un desarrollo polinocmico de la forma

P = alx + B,X + asx + cee

el siguiente progrema obtiene los coeficientes del desarrollo

~ of = 2 3
R=c¢f =1« blx + b2x + b3X + cee .

2.~ Método.

Derivando la1gualdad R = eP se obtiene

R'= P'ef= P'R

Siendo: P = al + 2a.x + 38 x2 ¥ eoe
2 3

2y : ' 2 »

R = bl + 2b2X * 3b3x ¥+ ese

resulters

2 —-— £ <5 2
2 .

by ¥ 2bx + 30%+ ...f(al + 2a,x *+ 38,X +0.)(1 + byx + Do Foeae)

de la que se puede deducir:

bl== al : > bl:: al

= /
2b2 Qa + albl > b2 a2 * albl,Q

= - = &8 2
3b3 333 +_2a2bl,< albl 2 b3 33-%(azbl + ab )/3

Etc.

que se puede generalzzar en 1a 81:u1ente formula recuwrente-

bi .Jz; aaabl 3 $ l = 1, 2, .95,7 m

en la que la suma seré pula para i = 1, y m,el ntmero de términos

deseados.

3,~ Observaciones.

Igual que en los dos programas anteriores, se ha enlistado

unavsubrutina'A pars el caso de que a, deban ser almacenados. Si -—

N es el grado de P y M, el nmero de términos de R deseados, se de-

berd cumplir en este caso que N+ MX 18.
s

Si~aim f£(i) es programeble, la subrutine A debera efectuar

su cdleulo, y se podrd alcanzar M=z 18.
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4 - E}CWflifi.

- o, - /
1) Sea P = In (1 - x) = - x - x5/2 ~ %¥3/3 = vu. - Xk/k

At P
y calculemos mediente el programa R = e'= 1 - x, La respuesta co—-

rrecta debers ser b.,= -1 ¥ b- 0 pars 1 1.
1

Puesto que aiw wl/lprogramaremos la subrutina A

h I1IBL A

h 1/x

CHS

h RTN

Tos siete primeros términos celculados pr el programa se-

rian: 73 B eveeeconocsss 1,0000 (1 m 22 8)

ROT L oeeveeenecas =1,0000
BOL 2 vveeeveneess  0,0000
ROL 3 vvveeeneeess  1,0000 E=10
ROL 4 ceveesvenese =2,5000 E-11
RCT 5 weveveeneeos =1,5000 E-11
RCL 6 cevecoeeveee =1,0000 E-11
ROL 7T eveeeenanees =T,1420 E~12

- . 7 3

o) Dada la expresion P = 2x + 3x°, calcular los & primeros

términos de R = ef.

Emplearemos, pues, la subrutina A enlistads, ingresendo 2

en el paso 056, Después de almescenar los coeficientes hsciendo

3; ST0.8; 2; STO.7

iniciaremos: B3 B iiinereescecoes 85,0000 (2 m 13 s)

f rIX 9

BCL 1 icecvenceecnnss 2 ,000000000 (b )

RCL 2 cecceccccsasnsca 5, 000000000 (b?)

ROT 3 toveveecosenass 15333333333 (b )
ROT 4 vvevneeoeneees 11,16666657 (b )
ROL 5 veveoeescesees 13,260666607 (b5)

ROL 6 vevnennenns .. 15,58888889 (b )

ROL 7 ceveeceecesnaas 15,82539682 (b )

RCL 8 covvesanscecse 13,6480¢;88 8)

Tn realidad son pocos coeficientes para calcular R uessy P

producirian alto error por truncamiento.

Nota: Igual que la de la pégina 2.4.2.
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ESTABITIDAD DE POLINONIOS: CRITERIO DE ROUTH

1.~ Objeto.

Dado un polinomio de grado N<® 17, el siguiente prograna

jetermina si es estable, es decir, si todas sus raices tienen la

parte real negativa.

2.~ Método.

Ses el polinomio

¥y

= &ay+ 8,X + & %24 veo v a xD
P I 0T L 2 n

en el que los 8y son reales,

1 eriterio de Routh se aplica sobre el siguiente esgquema:

a8 8.0 84 cee

&.1 AanQB &5 ces ¢ -»an/anm

bn~2 bn«4 bn~6 oo : - an__1/131%2

3 c5 Chm  ee : - b /e03

&4 a¢ G.g e : ~ cn_B/d1

¢
*

.

o

°

e

Tas dos primeras filas contienen los coeficientes del poli-

nomio y en su orden netural. Ia tercera fila se compone con las 4acs

primeras médiante la siguiente operacién: se multiplica la segunda

fils por el factor -a/a elégido de tal forma que, sumsndo lue-
...1’

go la primers fila, se anule el primer coeficiente, mientras que -—-

los sigulentes se anotarin como tercera flla, bn cooy (€S--2 bn_49

plazados un lugar @ la izguierda:

b= 2y = 25y B/%
De igual forme se obltienen las sucesivas filas:

0;= 85 = Pyy Bn/Pnp
.= D, = C,

ds 3 7%1 bn«2/n-3.

Etce. ‘

1as raices de la ecuacidn y=0 presentan sélo partes reales

negstives cusndo son positivos todos los numeros de la primera CO=-

lumne del esquems

.

resultante, sin que sea nulo ninguno de ellos.

£l llevar este esquema & un programna presenta evidente di-

ficulted por el slmacensmiento necesario., Sin embargo,’obaervafldo

que sblo ee emplean las dos Gltimes filss pars obtener la hercera ¥



que losg elemen modifTican alternadaner

un arreglc unidimensions

ma, En definitive, resultaria el siguiente

Pars i = n, (N=1), ee.s 1y RBCETS
g 9 y ~F

Tomar q = a./a,1774

Para jJ (i-2),

|| eca-asa,
- J J 4 J—%

Pinalizedo el algoritmo, en lugar

ciales,

en caso de 1fleat901¢1dad

(i"“"dr) 3 ¢ o e 1’183"58 j l’

de los coeficien

2!7@2

s, puede disponerse de

1 en el gue cada fils "plse“ a la pentilti-

sigoritmo:

hacer

tes ini-

ge tendrd slmascenada la primera columna del esquems. Ademas,

el nimero de variaciones de signo observa-

das nos dara el fiumero de raices con parte real posn+1va.

3.~ Bjemplo.

Se deses estudlar 1s estabilided del polinomlo

y =6+ X + 4%2 + x3 + 3xh 4 gx? & 6x6 + x7.

Haremos: 63 STO 0; 15 STO 1; 45 STO 25 1

6: STO 6; 13 STO 7.

Despued de T3 A cocececcccons 7,0000 (39

0 33 33 STO 4; 93 STO 53

s )

recuperamos 108 elementos de la primera columnas

RCL O ceccococses 6,0000

ROT 1 ceceeseaese =—291,8217

RCL 2 ccecescecce -0, 2626

RCL 3 eceovococese 1,9645

RCL 4 ccovseccoce 2, 7647

RCL 5 eecessnccns 8, 5000

RCL 6 ceceeccosco 6,0000

RCL 7 ceeccoscsass 1,0000

Tuego es inestable. Ademés, produc

signo, se deduce que sou dos las raices con

¥n efecto, resuelta la ecuscidn, las rajces

~0,185681 % 0, 861407
0,658087 = 0,570197

-1,531583 # 0,528902
-3, 881644

e
e

fo
ud
e

con el segundo par conjugado con parte real

i1éndose dos cambios de

parte real positiva.

sonse

positiva.
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BVATLUACION DE POLINOMIOS DE CHEBYSHEV Y SUS RAICES

1.~ Objeto.

E1 programa que sigue resuelve los siguientes casos:

1) Dadoc un polinomio ortogonal de Chebyshev, Tn(x), y dado

un valor x, ~lex=1, obtiene el valor numérico de Tn para el x da-

do, para cualguier n. (Sb. A).

| 2) Dads la expresién y = dgTo+- 4T + ATy.+d 1,

en la que di son coeficientesreales ¥y Ti polinomios de Chebyshev

de grado i, calcula el valor numérico de y para un x dado, =12 x< 1.

En este caso se deberd cumplir n< 16. (Sub. B).

3) Calcula la raices de Tn(x) = 0, de forma que

T(x)= o (x = %) (X = F)een(x - x)

en la que o= on=1 " con nz37. (Sb. 0).

2.~ Mét0do.

Tos Polinomios ortogonales de Chebyshev tienen como expre-

sién trigonométrica: Tn(x}z cos (n t), =x = cos t. Sin embargo no

se emplea esta expresidn para su evaluacidn ya gque, las rutinas de

funciones trlgonometrjoas, tlenen une. precisidn 11m1taaafi Por ello

se recurre mejor a las propiedades algebriicas de fiales noanomlos‘

Estos, slgebrdicamente, son definibles se mn:
$ - ?

T=1
T"Lz X

D= 2xD,= Tyo s K= 2, 35 ees

La expresién genersl de Tk es una Térmula de recurrencia de tres

términos que permite generar cuslquler polinomio desde los dos pri-

meross T2m 2X2 -1

T3~ 4X3 - 3y

T= 16X5 - 2053 + 5%

Etc.

Sea ahora la expresidn general

¥ = dofo+ 83T + a0+ «ow + QT



N

.

2.8,

Esta expresion es conoecida como expansion o desarrcllo de

Chebyshev y tiene clertss propiedades gue la hacen muy util en pro=-

blemas de aproximaciodn aigebréica de funciones. De aqui el interds

de su evaluscidn.

Para ello, si en la expensién sustituimos Tn por su equiva-

lente Tn: QXTn_l - Tnag , en la que x es el valor de la variable

o sustituir, el méximo grado de la expansidn seréd shora n-1. Conti-

nuando asi hasta el final, mediante esta técnics de sustitucidn de

adelante haoia atris, conocida como multiplicacidn encajeda de poli-

nomios ortogonales, llegaremos al valor numérico de y con la menor

pérdida de significacidn.

En definitiva, se puede establecer el siguiente algoritmo:

Tomar T = d
n

Si n = 0, parar.

En otro caso, hacer: Tl: T3 T = dnnlfi' Afi«i% Tl

Si n =1, parar.

En otro caso hacer, para i =(n-2), (n-=3), ...y O

D= 5 Ty=T

T =4, + A, x T, - T
i i 1 2

siendo siempre Ay= 1y A= o para k>0. Al terminar serd y=p(x)= T

el valor numérico de 1la expansidn para el x dado.

31 1o gue se aquiere es eveluar un Tn determinado psra un

x dado, bastars, en el procedimiento enterior, hacer dn: ly diz 0

para todo i<n, con lo gque el mismo slgoritumo es véalido para ambos

casos.

Por Gltimo, de la expresidn trigonométrica de los polinomios

se deduce el valor de lss raices que satisfacen Tn: 0., Tales raices

serans
¢ X, = COB

 

2k ,
k 211 I 9 k:" 19 ec oy s

Tes raices se reparten en el eje de abscisas entre -1 y 1, con el

origen como centro de cimetris. Si el gredo n es impar, una ralz se-

ré precisamente O. Bastard, pues, calculsr las de valor positivo, --

por ejemplo, las restantes son del mismo valor ebsoluto pero con —--

signo negativo.

3.~ Observaciones.

El programa elaborado sigue el algoritmo expuesto. Medisnte



2.8.3

el "flag" O, borrado o zjustado segin se entre por A 0 B, se calcu~

la Tn(x) 46 la expansidn. Si el "flag® O estéd ajustado por la entra-

da B, el programa 1lamera s los registros gque contlenen a di, En es-

te caso, el grado de la expansidn estd limitado por el ntimero de re-—

gistros disponibles, 16.

Si estd borradc por la entrads A, no llamerd a ningin regis-

tro v utilizaerd 1 6 O para d, pare i=n o no. Al no llamar a ningin --

registro se impide la detencidn por "Error 2" y el valor de n es ili-

mitado. ’

Ya que A, es 1 para i= 0 6 2 para los restantes, se emplea

la prueba de O implicita en el paso 020 para determinar su valor ¥y,

ademés, para ajustar el "flag" 1 que detenga el slgoritmo en la si-

guiente peseada.

Por \ltimo, el cdlculo de las rsices no ofrece dificultad

y éplica le férmula expuesta, obteniendosd6lo las positivas, por lo

gue n puede llegsr a ser 37,

4.~ Ejemplos.

1) Calcular T5(0,3}, T10(0?6) ¥ T21(0,33).

Haremos: '
a) 5; ENTER! 5 0,33 A ....... 0,998880 (12 s)

b) 105 ENTERf ; 0,65 A ...... .—0,988497 (23 s)

) 213 ENTERf ; 0,337 & +vo... 0,702703 (48 8)

~2) Calcular el valor de

¥y = 3T, - 2T, - T, ¢ ST3 + 4T4 —‘6T5 + T

para x = 0,8.

Después de 33 STO O3 2; CHS; STO 1; 1; CHS; STO 2; 5; STO 3j

43 STO 4; 6; CHS; STO 5; 1; STO 63 hsremos

63 ENTER + 5 0,8; B soveenness 1,217728 (16 8)

3) Galcular las raices de Tge

Haremos: B GSB O sevvens ve.. 128,000000 (“8) (14 s)

ROL 1 vevnnencenns .. 0,980785
RCT 2. evvveensneess 0,831470
RCL 3 ceeecascssses 03555570

ROL 4 eeveecveoesss 0,195090

Tas cuatro restaentes rafces tendrdn el mismovalor sbsoluto consig-

no negativo.

Nota: El algoritmo de multiplicacidn encajada es una version del de

"pAnalisis Numérico'. S.D.Conte y C.de Roor.28Ed McGraw-Hi11.1974.
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TRANSFORMACION DE UN POLINONIO

DE_CHEBYSHEV

WA ESPANSION< tx
d

=
3

< < o
2

l.- Objeto. n

Dado un polinomic en la forma  p(x) = > aixl, en el que
130

ai son coeficientes reales, el siguiente programa lo transforma en
0

p(x) = :E ajTi(X), en la que d, son asi mismo reales y Ti(x), los
L=¢ -

polinomios ortogonales de Chebyshev de grado i. E1 programa permite

n=Z15,

Ta expresidén de un polinomio en esta forma es utilizable

en el scortamiento o econonizacidn de series de potencias. En gene-

ral, con -1%x <1, se deberd cumplir lTi(x)Kf 1 para cuzlquier i. --

En consecuencia {&iTi(X)IQ !di\. Por ello, la supresidén de un tér-

mino k supone un error acotado & é{dg.

Si se suprimen varios términos se cumplird

£ ¢ \ai5+-ldjl wlad+ ...

Ta condicidn -1zx% 1 siempre se podré conseguir mediente

un cambio de varieble en el polinomio original. (Ver 2.11).

2.~ Wétodo.

De la forms slgebraica de los Ti(x):

T,= 1 T,= 8x4 - 8x2 + 1

7= X T o= 16x2 ~ 20x3 + 5x

7= 252 - 1 Te= 32x8 - 48xh + 1822 - 1

Ty= 4x3 - 3x Etc.

se puede despejar cada uns de las potencias de x de la siguiente

maners: x%= T, x4= 2=3(31, + 47, % T,)

x = Ty x9= 274(107, + 5T, + Ty)

x2= o=H(1 + Tp) x6= 2-5(107, + 150, + 6T, + T,)

x3= 272(37 + T,) Bte.

Multiplicadas estas expresiones por el 84 correspondiente y crde-

nando se llegeris 2 1la cxpansidn buscada.

5’
=Ia sistematizacidn del método ha tenidoclertas dificulta-

des al no enCOfitr9r>bibliografia o]l respecto. Sin embarge se ha lle-

gado a2l siguiente algoritmo dque gener= convenientemente los distin-

tog coeficientes necesarios:



R s O © %
]

Hacexr, pare i= it B
.
1 L
t

® @ @ o

i__'!

m = 84_./’2 -
1

d.= 0
L

= 1

L= 1

Hacer, pera J = i, (i=2); (i=4); e.., §FO

Si j #0, dy,=d,+ mj# 0, j j |

Si J = 0, djz dj'k m/2 
m=mk/L

k =%k - 1

L L=5L+ 1

Terminado el slgoritmo, los coeficientes d, acuparén el lu-
(=] g i

gar de los 8, -

3.~ Ejemplo.

Como consecuencia de un ajuste, se he llegado a la expre-

sibn P = 21134,19 - 13217,79x% - 2010, 88x2 + 3419,98x3 + 729,18x% -

~ 750,28%% , en la que x estd en el intervalo{-1,1)

Se pretende economizarla en lo posible, admitiéndose un

error < 500.

Cargado el progrema, hacemos:

21.134,19; STO O; 13.217,79; CHS; STO 1j 2.010,88; CcHS;

STO 2; 3.419,98; STO 3; 729,18; STO 4; 750,28; CHS; STO 5.

B A aeeiienenens 5, 0000 (42 &)

ROL O evveeeoenese 20.402,1925
RCL 1 6 e et ot e 9006 -110121’7300

ROL 2 ceveoveocans ~640, 8500
BOL 3 eececencesee - 620,5325
BOL 4 veeeeononnns 91,1475
ROL 5 eveeovancoos -46,8925

Tios unicos coeficientes cuyos valores absolutos suman un

valor inferior s 500 son el 49 y el 52. Tuego la expresioén acortads

pasaria & ser:

F = 20.402,19257, - 11.121,7300T; - 640, 8500T

+ 620,53257 |

+

2

3
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2,10.1

TRANSKFORMACION DB UNA EXPANSION DE CHEBYSHEV Il

UN_POLINCHIO.—

FORVMACION DE POLINOMIOS DE CHEBYSHEV,.-

1.~ Objeto.

Dadsa la expansidén de Chebyshev

p(X) = dOTO + lel €ec o +* dflT

en la que dj son coeficientes reales ¥y Ti, polinomics ortogonales

de Chebyshev de grado i, el siguiente programa la trensforma en

é‘ 2 ¢ & + axn

n

N¥4(X) = 8, + 8.X + 8,%| p(x) o 8% 5

es decir, la desaerrolla en sumas de potencias de la variable, siendo

8y coeficientes reales y con ~lw x= 1. El programa admite n< 15,

:As{ mismo, calcula los coeficientes de la expresidn alge

briica de Tn(x), para n<l15,

2.- Método.

 

Medisnte la férmula de recurrencia de tres términos, es po-

gible construir un arreglo unidimensional en el que se vaysn calcu-

lando los coeficientes de los sucesivos Ti pars, asi, hscer la sus-

titucidn en la expensidn. Sin embargo, ests solucidn linmitarie consi-

derablemente n, ya que réqueriria °n registros méds los de indice y

auxiliares,

Por ello se ha recurrido a otro artificio. Sea la expresidn

de 1la 48 potencis de x en funcion de . por ejemplos:

xb= 2731, + 41, > 37) |
de la que podemos deducir:

r'1._34—__ \T = 2°x (4T2 + 3T,)
4

En general, se tendrd la expresidn:

Ti:: lelxi et f(T. 4g .e-)

en la que los coeficientes con los gque Dcrfi10¢pa T_o? Tima’

son calculzbles medisnte el algoritmo del progremeaanter*or (ver

ete.,

p22.2,9.1 v 2.9.2). Asi, si en la expansidn sustituimos T_ por su

expresidn enterior:

p(x)= 4Ty + AP+ ,.o+d 0, & T+ o0lg g

- & £(T
i i\3;'3,



3

2.10.2

¢ n""l . £
sers an= 2 dn, y ya no sufrirs

variscidn por ser los otros términcs de grado inferior. Por otra —-

31 coeficiente del término en x°

parte, el ltimo término alterara los coeficientes de Toos T 4

etec., llegindose a:

. Yy - m ) Y oom 11 .
p(x) doTo * lel* "'4‘dnm2ln~2 * dnmlTnulf* BX

Si, sucesivemente, vamos sustituyendo Tn 15 T ete., iremos obte-NI

niendo los sucesivoes 899 Bo0 etc. ne

To anterior se puede expresar en el siguliente algoritmo:

Hacer, para i = n, (n-1), ...y 1

35 8y= 21“131; k=13 T = 1

Hacer, para j =(i-2), (i-4), ..., 3350

m=mk/L 3 L=TL+1 3 k=5%-1

sij £ o0, d;=d5~m

Si j = 0, djz dj - m/2.

Al terminar el algoritmo, tendremos almacenados los e, en

Tomar m = d

lugar de los d,. Esto permite mentener n= 15, como en el snterior

programa,

Por ultimo, si en la expansidn hacemos dn: 1y los restan-

tes dim.o, al aplicar el algoritmo anterior obtendremos los coefil-

cientes de la forma algebréica de T

3.- Ejemplo.

1) See la expsmsién y = 20402,20 - 11121,73 T, - 640,85 T+

- + 620,53 Ty

obtenida de un desarrollo mayor economizado (ver ejemplo del progra=-

ma anterior, peg. 2.9.2). Para pasar a una expresién polindémica nor-

mal, haremos: 20.402,20; STO 03 11.121,73; CHS; STO 1; 640,85;

CHS; STO 23 620,53; STO 3.

35 A eeeeeennenenees 0, 0000 (19 s)
ROLO e & & 9 & # & © & & & 0 8 O @ 21.043,0500 (ao)

RCIJ].. R EEEEERIE NI "12'98393200 (al)

RCLg e c 0 e 6 uec e RSO E "19281,7000 (32)

RCI}?? tecossseececececor 2-482’1200 (8-3)

2) Deseamos conocer los coeficientes de Tll'

Después de: 113 B vecereconconos 0, 0000 (1 m 17 8)

RCLO ¢ ¢ o 8 ¢ ¥ 8 0 2 % e * ¢ & 0,0000

RCLlcoocoqnnfingefle “1190600

Etc.

1,(x)= ~11x + 200x3 - 1232x° + 2816x7 ~ 2816x° + 1024x+1
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CAMBIO DE VARTABIES EN POLIROMIOS

1) Dado el polinomio y = Gy + alx + a2x2+-¢,.-%a x3, en el

que los 8, son reales y la variable x estd definida A2 x 2B, el si=-

guiente programa lo fransforma en

= b, + b,u + b u2+ eeo +b ultJ o "1 2 n
en el que la varisble unificada u estd definida -1l<u<€l,n 215,

2) De igusl forma, realiza la transformacidn contraria. Es

decir, partiendo de y = p(u), con -1l%u2l, obtiene y = p(x), con

AZx#%B,e, igual que antes, n<1b,

2.- Vétodo.

Bl cambio de variable previsto supone:
B - A B+ A

o (u +

   

X = 5 B A) = & (u'hfi )

o 2 , B+ A
uva-A (X"”’Q = c{(}{-fi!},)

Tuego « y > verisn segin se trate de resolver el caso 1) o el 2),

pero el método a aplicar serd el mismo.

Ta sustibtucidn se hace en dos fases., Primero se elimina «

segin el simple algoritmo:

‘Para 1 =0, 1, 2, ce.y DO, hacer

L ai: ai&i

Pars la segunda fase, bastard aplicar el algoritmo de Hor-

ner con z = (» (ver programa "Algoritmo de Hormer", pag. 2.2.1)

e utilidad de este programa es clara, Se hace necesario

para la utilizazcidén de los dos programas anteriores: "Transforma-

cidén de un polinomio en una expans1én de Chebyshev", pag. 2.9.1,

y el reciproco, "Transformacidén de una expensién de Chebyshev en

un polinomio", pag. 2.10.1, en los que se requiere una u otra sus-—

titucidn de varisbles antes o despugs de su empleo.

Con objeto de mantener n€15, como en los progremas antes

’ » . s s £

citedos, no se ha podide efectusr la sustitucion sin interrupcion.



2.11.2

Ta entrade A borra el "flag" O y calcula « =(B-A)/2., Ia

entrada B ajusta el "flag" O y calcula «®= 2/(B-A). Despues, ambas

entradas efectian el slgoritmo entes expuesto, deteniéndose el pro-

grama.

{5Se hace necesario ahora reingresar A y B para calcular {

segin esté el "flag" 0., Si estd borrsdo, p=(B+4)/(B-21).si

estd ajustado, (= -(B + A)/2. Se desarrolla después el algoritmo

de Horner.

4.~ Ejemplos.

1) Como consecuencia de un ajuste polindmico, se ha obte-

nido P = 47842,25 - 94981, 34x + 219967, 84x2 - 259397,28x3 +

¥ 131711,68x% - 24008, 96x5.

en el que 0,5<x%1,5,

Para su economiflaoién, se requiere expresarla en forms de

desarrollo de Chebyshev, por lo gue se hace necesario el cambio de

variable x =% u. Hacemos, pues:

47.842,25; STO O; 94.981,34; CHS; STO 1; 219.967,84; STO 2;
259,397, 28; CHS; STO 3; 131.711, 68 STO 4; 24.008,96; CHS;
STO 5. | ,

0,5; ENTER } ; 1,5; ENTER! 5 55 A .ou... 0,0156
0,5; ENTER? ; 1,5; R/S vevnn.. Ceeeeeeess T729,1800

El tiempo de ejecucidn total ha sido de 57 s. Se obtiene asi:

ROL O eevveveven. 21.134,19
ROL 1 evennnnnn. -13.217,79
ROL 2 vevevennees =2.010,88
ROL 3 eeveennnces 3.419,98
ROL 4  veevnnnnans 729,18
RCL 5 eeeeenvnnes -750,28

2) Después de economizada se ha obtenido:

F = 21043,05 - 12983,32u - 1281,70u2 + 2482,12u3

con 41?11?34 v en la gue habréd que restituir el primitivo campo de

la variable; es decir, 0,52x<1,5. |

- Después de almascener los coeficientes ( en realidad debe-

rian de estsr almacenados correctamente si se usd el programs ante-

rior, 2.10): 0,5; ENTER{ 3 1,5; ENTER! ; 3; B ...... - 16,0000
0,5; ENTER{ 5 1,55 B/S  tevvvnvennnn. -64 ,697,6800

RCL O weceocosce 22.025,93

RCL 1 eeveveoo.. 43.857,84
RCT 2 eveveevo.. =—64.697,68
ROL 3 eeveveee.. 19.856,96
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Dado los n+ 1 puntos de apoyo, (Xgy Yol (Al, v), ceoay ==

(Kfle Ffi); el siguiente programa cbtiene los coeficlentesdel polino-

nio resl: Yy = 8y ¥ 8% + a2x2 .,,*~anxn, que passa por aquellos, -

para n< T, ¥ cou X, Xj pars cualesquiera 1 ¥ J.

2.~ Método.

Conocidos los n+ 1 puntos, se obtienen los cocientes de di-
s

ferencias segan:

y1 - ¥ ( Yom¥1 { Ve 0"In-1
X X = Y- O = XX)=

"

& 2 eenl X )= iAT

(xp%y) 3o (x9%5) — Poeeas (X%) -
-

£ = o]
"""'V;i’’_“m

Xy

=

Yo 2741 noTn~l

_ (X%)(x x.) %% =(%.1%
(}"“)-—‘ wmmmO.-.p..]J-m-

; (X X X‘)): ( 2 3' ( 2) 3 o€

Lo¥q%o X% 17273 e !
v O XE“*A:L

y por fin:
X X 'ae-i{— "{:{: T e gX

(x oze FaXpr

e

TyTy)
o1 n ¥ %

n o

El polinomio interpolante, dado con los coeficientes de New

ton, adquiere la form

X,(xv o= A4 b oA (x=x

M

x=x. ) aet A {x=% Jooo{x=x_ .
¥ o ~X ) o o)( 1) \ o) e

en el que:

= & \“XX A,:XXX ‘i.c‘}\:XXasX.

Ao Io + 71 ( 1) ! 2 ( 0”1 2> ! ’ n ( o1 n}

Para obtener la notscidn normal se recurre al algoritmo de

Horner modificado:

Tados los n + 1 coeficientes AO, Al’ veos Xn para la forma de

Newbton, baszdos en 108 puntos XC, Xqy eees X9 del polinomio, dado

£

ademas el numero Z:

Tomar a_=Ah _
Il i

pars i =(n-1), (n~2), ..., O, hacer

Tomary .= h, + (Z=X.)a8. -
L © 1T NIel

Entonces, a5 845 «ces an son los coeficientes de Newton beasgados en

y 117 o e 3 < T2 4 mnd = 3g Ve o v €3

los puntos z, Xy Tgy eees xnwg.fivp1u¢vngo el algoritmo n veceg y Dpea

z=0, obtenemos la forma nornal definitiva,



(
s

o b @ o

3.~ Observaciones.
Tas sucesivas diferencias divididas se disponen en un arre-

glo unidimensional, ya que sélc hay que retener las que constituyen

los coeficientes de Newton. Asi, cuando termina el célculo, los coe-

ficientes %Oy %1, «ess A quedan almacenados en lugar de las ordena-

das Vot Y9 <o Iy

Se ha previsto la entrada B para el célculo del polinomio

. Tas sbscisas no se pierden ni sufren slteracidn

resultante para cualguier X. Ademés se puede emplear para comprobar

1z interpolacidn: entrando a B con uno de los X utilizados, nos de-

berd dar el vy correspondiente. Para ello también se ha previsto la

entrada O gque extrae de 1z memoria el Xy para un i dado.

Por las necesidades de almacenamientom'sélo ge ha poedido ==

alcanzar n< 7. Sin embargo es en la practica suficiente ya que, con

valores muy altos de n se suelen formar polinomios inestables.

Por supuesto se deberd cumplir xi# Xj cualesguieran sean

iy J.

4,~ Ejemplo.

Sean los puntos

 

 

X -3 A -1 0 1 2 3 4

y 35143 1415 15 1 =1 =597 -18905 -240475

i 0 1 2 3 4 5 6 7

Ingresados en el orden 1, los y en los registros Ro’ Rl’ eoey R7, vy

los x en los R R-l’ ooay R.7, haremos:

7;A .lll.!!lQOQ.l.'O
GIQ 8’0000 (tras4‘m4‘s)

Para comprobar el resultado haremos:

03 GSB O vvvvennveenneenas =3,0000 (x4)

Boscoleao'ooaole.ononll'35014
‘390000 (yo)

13 GSB O cvvcrenonnecenns -2,0000 (xl)

B ueeeevescsnsennscccsane 1.415,0000 (yl)

Bte. Resultando correcta.

Tos coeficientes serédn:  RCL O ...iecveennns 1,0000 (2 )

ROD 1 veveeoranens 433,0000 (ag)

ROL 2 eeeenvecencco 38,0000 (al)

RCL 3 eevvennncone -626,0000 (ag)

ROT A4 teeeneoeccas ~48,0000 (34)

BCT 5 eevenvacosas 214,0000 (35)

ROL 6 eeeeevannans 16,0000  (aZ)

ROL 7T seencecnncos ~-29,0000 (aT)

g4 se desea calcurs. ¥ = 9(2,5): 2,55 B ceeenvenns -3.230,7578
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g,g :f@ »fi}i% fi PROGRAMA :  ivrerrocacion PoLiwomicd .

N2

|

FUNCION

||

N2

|

FUNCION

||

N2

|

FUNCION ES N:

|

FUNCION

[I

N2

|

FUNCION

||

N2 | FUNCION
001

|

h LaL 4 6| s70+ 3 W rees § s 1 6
2| g9 7| ree 9 i 2 - %} 7 B “ 2 - 71 -

3lhero ||8| e8 3lneweo || 8 3 8|
R, 9| fxzv al 1 W e 4| ol
5| 1 040| groz 5| o o s I
6| s1o 8 1|k Fro F 6| -+ i 6 1
7\ 5 oL 2 2| prn 7|k aes 2 7 2
8| rc 8 3| hsFo Eg 8| f x21 3 I s | 3 )
o 4 al aror || o mec) 4 g 4 i

o10| -~ ., 5|k t6La flogo| ==y § 5 150 s ]
1] esx 6| ass7 || 1| f x=1 Pl 5 1 6 )
al 3 7\ ra FC)

|

2le e 7 % 2 7
3| = 8| «x | 31 h RTN 8 o3 8
4| ret 9 9| aiv s 4 v Q 4 g

5| + 050| net 3 5 ! 120 1 s eo|
61 stofl | 1|k FZo 5 1% 1 i 6 R ]

7| b LBL3 2| sro-0) B 7 l 2 7 l 2
8|» F20 lI 3| aro3 & i 3 8 i; 3
9| arou 4\ hLBLD 9 i 4 9 o4 .

020| rer £1 5| s;oa |loso s lieo sl
1 ‘ i 6| zecco || 1 6 i1 E 6
2| - 7| srofI L 2 7 i{ 2 I 7 )
3| ase 2 } 8| cux 3 8 | 3 E ]
4| so-) I 9|hisLe 4 e | 4 ; 9 ]
5| rew £I lo60| ret £20) 5 130 i s 2000
6| asn o R 6 ] 1 6 1
7|esp7 || 2| g |7} 2 7 2 B
8| - | 3| « 8 i 3 8 3
9| sros¢) || 4 g »sE 9 i a4 9 4

030 htrL § 5| aroe 100 5 170 5
Tlobse || 6| ecwo 1 6 1 6 )
2| are 3 i; 7 + P2 7 2 7
3| hn F2e 8| hrTh i 3 8 3 8
4| sto-c) i 9l kLie ‘f*{i 4 9 4 9
5] 070| ree 1 IB fl140 l 5 fi210

Registros

OlYe , s fi? ¥, . & Eg? Y. . T2 !;353 ¥z , ¢Fs ;i_‘i Yoo

o

To. §§ Ya c{f;
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b bicsczionsmiEnTePEXe D | -
12.3.4.5,6.7v8 -    
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DESARROLIC DE ¥OURIER DE VAILCRES DE

1
 

1.~ Objeto.

Dados los m puntos Tor Too eees Ty9o correspondientes &

m ordenadas igualmente espaciadas en el intervalo 0, 2T, y supuesto

gue tales valores se repiten en los sucesivos intervalos de exten=—-—

sién 2 , es decir, que las ordenadas vy corresponden a unea funeidn

periddica, el siguiente programa obtiene el desarrollo de Fourier o

aproximacidn trigonométrica & tales valores dada ?br

y = 85+ 8 CO8 X + 2, cos 2X +oeat 2 Co0s nx +

+ bl sen X + b2 sen 2X~+a..4“bn sen nx

en la que n< 8 ¥y m puede tener cualquier valor.

Respecto a las ordenades, yo debe corresponder 2l origen O

y las sigulentes a los subintervalos de extensidén 2w/m, de tal forma

que la correspondiente a 27 debers cumplir Y= Vor

Siendo el méximo orden n = 8, se cumple:

-~ 81 m% 16 el desarrollo llega a n= INT(m/2) y es una interpola-

cidn exscte = Jos m puntos, equivalente, pues, a un polinomio de gra--

do m—~1. |

- Sim>16, el deSarrollo llega n= 8 y serd un ajuste por mini-

mos cuadrados s los m puntos.

2 ™ Iflé‘tofig o

81 ls funcidn = desarrollar es f(x), el desarrollo snterior

debe tener la mejor coincidencia. Aplicendo el método de minimog -~
W

cuzdrados: Q = ‘[ (y - f(X))z dx = min.

¢ . . -

Desearrollando las propiedades del minimo y por la ortogonalidad de

las funciones trigonométricas se llega a
15 i

a = - f{x) dx 8 = = f(x) cos nx 4dx
o Taw J, ! n o o A

1 gm . :
b = f{x) sen nx 4x n=1, 2, cce

0
’

Retos coeficientes de Fourier de la funcion periddica I

independientes del {ndice de los arménicos que se consideran e

N o I~
h o & {

-

me que, si se prosigue el orden del desarrollc, los coeiicientes y=

calculsdos permsnecen invariables,



3.2.2

En el calculo numérico se puede plentear desde un princi-

pio como sumas finitas, ya que la ortogonalidad de las funciones --

trigonométricas, excepcionalmente, persiste cuando se trata de su—

mas. Partiendo, pues, de : m-

Q= Z (y-%(x)2 = nin.
js

se llegaria a -1 K-

1 2 .

%07 W 3“}y' % T W :%3 ©08 A%y

1S | 2 é?‘
= Z1)357 bi= i éi yj sen ixj

‘
l 4

para i =1 é ey M/2 - 1

Tal como se plantea en este caso, las abscisss x, se dedu-

cen facilmente ya que: ij 2 j/M. Entonces bastsa conooei.el or-

den de la ordensda para saber la abscisa, Aquellas habrsd que ingre-

sarlas en el orden correspondiente una a una,

3.~ Ejemplo.

| r . . « 7

Como ejemplo se ha escogido una sucesion de valores que co=-

rresponden g lasamplitudes de una onda senoldal idealmente rectifi-

da cada 30°, Ia funcidn es asi y = ABS(sen x) y los valores a ingre-

sar seran: k Vi

0 0,0000
1 0, 5000

2 0, 8660
3 1,0000

Etec. '

Siguiendo las instrucciones, hariamos:

12; A ® 5 & &6 9 & & 0 C 89 & &0 & O O’OOOO

03 B/S triervoenvnnnocnnns 1,0000
O’5§ R/S .00..'..07.0'0.. 2’0000

0,86605 R/S eeveessessss 11,0000

0,5; R/S e % & 0 6 ¢ 8 ¢ T ¢ ¢ O O 6’0000 (N)

Al recuperzr los coeficientes obtenemos:

RCL O veeeeese 0,622000 _

RCL 1 eeeeee.. 1,900000 E-10 RCL.1 ...... 1,300000 E-10

RCL 2 weveesee=0,455333 RCL.2 ...... 3,000000 E~11

RCL 3 eeveeo.. 9,379167 E-10 RCL.3 ¢..... 4,200000 E-10

RCL 4 ceeeeesa~0,122000 : RCL.4 ..... .-1,250000 E-9

RCL 5 weeeeo.. 1,280000 E-9 BCL.5 veves.=6,500000 E~10

ROT 6 eeueennn -0,089333 RCL.6 vuen.. -6, 870933 E-10

Si se hubiese integrado la funcidn verdadera hubiese resul-

tado by= 0 ¥ 8= O para i impsr.
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Lip-34C
pe FUNCION N

PROGRAMA :

FUNCION

  

N2

3.2.U

DESARROLLO bE FOURIER 1VALORES Disci,

 
 

   

 

 

        
 

 

 

  
 

  

FUNCION N2 FUNCION N2 FUNCION N2 FUNCION

0ol |k LBLA 6| etx 1 6 1

2| £ rec 7| rew.? 2 7 2 7
3| sro. 0 8| e f 7 3 8 3 8

4 rr4ab Sl b T 4 9 4 9

5{h Ll {040 X 5 0 5
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71 ~/s 2 R 7 2 7 2
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9 4 24 9 4 9 4

0 5| e £7 080 5 5
1 6 / 1 6 1 6
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5 o 5 O 5 0

6 1 6 1 6 1

7 2 7 2 7 2

8 3 8 3 8 3

9 4 g 4 g 4

5 5 160 5
1 6 1 6 il 6

T2 7 2 7 2 7
3 8 3 8 3 8

T4 g 4 9 4 9
5 5 5

6 1 6 i 6 1
7 2 7 2 7 2

8 3 8 3 8 3

9 4 g 4 9 4
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5 » tarz HU07 5 51
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30303.

DESARROTIO DE FOURIER DE FUNCIONES DISCRETIZADAS
 

1.~ Objeto.

Dada ls funcidn continue f(x) para 02 x< 270 , el siduien-

CJJflClént@S del dessrrollo de Fourier0te programa calculs los

0 1

+ b1 sen(x) + b2 sen(?x)%=.g,-rbn sen(nx)
£(x) = 8y + 8, cos(x) + 8, cos(2x) +...+acos(ux)+

con n<7. La funcidn f(x) que se desea aproximer deberd ser progra-

-

mable, debiéndose tener en cuenta Jque, S1 para algun velor de X = 2

presentase su derivada alguns discontinuidad, es decir, si f(x) pre-

sentars slgin salto de forme que para f(z - 0) = z, y para  ——=
1

f deberd tener en cuenta
f(z+ 0) el programa gue calcule £(x

N

227
J

tal discontinuidsd tomando como valer de la funcidn el valor medio,

es decir f(z) = (z.+ zz)/Q,

2 o = Nfét@do °

Bl método seguido es idéntico al de¢l programa anterior, ¢ -

sea, se calculan los coeficientes de acuserdo con

-
M-\

= Zj‘(x ) s a, = gmfl* Jeos(ix,) b,= gf:if‘( sen(ix.)
M ’ 17 MT Ty i Me B

j7o
*

pera i =1, 2, ...y M/2 = 1, ¥ Xy 227 j/M.

En esta ocasidén M es definidse por el usuario teniend1o en

cuenta 12 precisidn desesda. A mayor M mayor exsctitud en la inte-

gracidn de los coeficientes. Si M > 14, entonces n=7 y el desarrollo

es un ajuste por minimos cuedrados. Si M= 14, n=M/2 y el desesrrollo

es une interpolacidén exactz a los M puntos con b=Ofi Puesto que, 2a

diferencia del programa anterior, hay libertad para la escogencia de

M, se preceptia que ésts sea par.

de antes, y= ABS(sen x), pertenecien-0

te o una onda idealmente rectific=ada. RBajo B lz programsmos haciendo

059 IBL B
060  f SIN
061 h ABS
062 h RTN



3.3.2

Se han efectuados dos casos para distintos valores de M,

Une vez corridos los dos ejemplos, se tabulan a continuacidn los re-

sultados comparéndolos con los valores correctos:

M=12 (4 n 18 s) M=24 (10 m 10 s) Val, exactos
  

2 0, 622008 0,632980 0, 636620
8y 1, 300000 E-10 =3, 600000 E-10 0
a5 ~0,455342 -0, 431795 ~0,424413
a3 ~8,620833 E~10 .5, 400000 E-10 0
8y -0,122008 -0,092582 ~0,084883
ag 9, 300000 E=10 8, 590000 E~10 0
ag ~0,089316 - =0,044658 -0,036378

e L Cmenn T 1,242000 B-9 0

Los valores de bi’ aue deben ser todos nulos, han resulta-

do con érdenes E-9 y E-10. Como se aprecia, para consegulr algo de

exactitud, se re@uiere valores de M elevados lo que resulta en al-

tos tiempos de ejecucidén. Esto se sgudiza tanto més cuantas mayores

discontinuidades tenga la funcidén en su derivada, como pasa en la

del ejemplo en los puntos O y I,
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h LB A 6| xztv 1 I s 1 6
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3.4.1

DESARROTLIO DE FOURILR POR INTEGRACION DE

COEFICIENTESLasld

 

bjeto.

Dada la funcidn continua f(x) para 02x<27W7, el sigulente

.

progreme calcula 108 coeficientes de Fourier, uno & uno, del desa-

rrollo £(x) = a4 + o8y cos(x) + 2, cos(Ex)+~e..*-an cos(nx) +

+ bl gen(x) + bz sen(2x)%’,a,4-bn.sen(nx)

para cuslouier n. Ia funcidn f(x) deberd ser programable, debiéndo-

tener en cuentaAque, sirpara algin valor de X = 2 presentase su

deriveda alguna discontinuidad, es decir, sl £(x) presentara algin

salto de forma que para f{2m0):zl v para f(z+0)zzg, el programa que

calcule f(x) deberd tener en cuenta T 2] discontinuidad tomando como

velor de la funcidn el valor medio, es decir, f(z):(zl+ 52)/2a

Ademds, y pers evitsr el cdleulo de coeficientes que debe-

réan ser nulos, se tendrdn en cuenta las sigulentes reglas:

~S1 1la funcidn T(x) es de simetria pQL;ves decir, es simé—

trica respecto al eje ¥, cunpliéndose por tanto f(-x)=Ff(x), se debe-

ré cumplir b,= O para ‘cualquier 1.

~Si1a funcidn es de simetria imper, es decir, simétrica

respecto al origen, cumpliéndose por tentof(-x)=-f(x), se debersd

cumplir ai:O para cualguier i.

-S4 1a funcidn es de simetria completa, llemada ssi uns

combinacidn de las anteriores que podria expresarse como f(-x)

+ £(x), v que cumple la propiedad de que f(x+m)==F(x), por la cual

se repite la forma de la curva en cada cuarto de periodo, entonces

debexd cumplirse a= 8;= Dby= 0 para i= 2, 4, 6, etc.

2.~ Método.

No es facil resistir la tentacidn de calecular los coeficiler

tes de Pourier por integraicidn QLferq empleando la potente‘funcifn

;z de aque esta provists la HP-34C., Sin embargo se prevén larges du-

raciones de los calculos de coeficientes de Ordenes =ltos debido =a

1lg gran oscilatoxriedad de los mismos.

Tn efecto, tal comd se ve en el ejemplo, 1o integracidon —-—

o -

de 214 del desarrollo de f(x)= ABS(sen %) con 9 cifres significeti-

—— eR FA e A o



3.4.2

Tretando de evitar tan larges duraciones se ha intentado el

método indicado por William M. Kehan {"padre" de la implantecidn de

{7 en 1a #P-340) en el articulo "Hendneld Calewlator Evsluetes In-

tegrals", aparecido en Hewlett-Packard Journal, August, 1980, pag.

31. Aplicado a este caso, tendriamos: ar
pail - _g

,.t oy (1 —-_,l_ay= = f(x) cos(ix) dx = fizz f(x) cos(ix) dx
i

¢ J=1 “-frk)

en la que se ha descompuesto el 1ntervalo de integrscidn en i sub-

intervalos. Después, cambiando el sumatorio y la integral ¥y hacien—

do la trensiorm901on ix = 1 1legariemo% a: .
'LTH;av (-4

{? cos(ix) Zi f(x) dx = ;; cos t :Z:

TS 1I=1 =1
e r

Resuelto asi el problems, 1a solucion del 219 de antves tar-

ds en llegsr 39 m 6 s. jPor qué aumentd la duracidn?,

 

2m(%"ll] at
1

  

Repetidos 1los cdlculos se pudo comprobar gue la integrsscidn

directs del coeficiente representaba la evaluscidn de 511 veces el

integrando ABS(sen x) cos(10 x), mientras que el empleo del método

sumatorio sblo lo evalusba 63 veces, Sin embargo el sumatorio se eX-

tiende a 10 términos, lo que renresenta 630 veces la eva1ua01on de

ABS(sen x), ademés de que el célculo del integrando es mas largo

puesto que ha de acumulsr la sumsa.

En definitiva, si bien el método de -Mr. Kahan consigue la

misma precisidn con un considerable descenso dal nimerc de evalua-

ciones del integrendo, en este caso no se traduce, en generai, en

una menor duracidn debido a le mayor complejidad de la evaluscion.

Asi pues, la solucidén sdoptada es la de la integracidn di-

recta segin las foérmulas:an n

1 1 o . ,
8.= Sn f(x) ax By= = ) f(x) cos(ix) dx

. ©

aw

bi: % f(x) sen(ix) dx , coni=1, 2, ... etc.

<

3.~ Observaciones.

Para discriminar entre el célculo de 8, © bi se ha recurri-

do al "flag" O, que es puesto o borrado por laes entradas A o B. Asi,

el prokremase mantiene comin a smbos célculos sslvo la evaluacidn

de COS o SIN en la subrutina 1 del integrando que se decide segin

1a situecidn del "flag" O.



3.4.3

4,~ Ejemplo.

Sea la funcidn y = ABS( sen x ), resultado de la rectbi-

ficacidn ideal de onda completa.

Programada bajo O seria:

046  IBL O
047 £ SIN
048 Tk ABS
049 h RIN

Ajustendo la notacidn a SCI 5 para obtener 6 cifras exsc-—

tas resulta:

O3 A vevveeven. 6,36620 B=1  (2,) ( 4 m 22 )

25 A vecoceceee —4,24413 E-1 (2o) ( 8nm 47 s)

4y A cieeeeeoes —8,48826 E=2 (a4) (17 m 28 )

105 A eveeeseses =1,28610 E-2 (a,0) (34 m 40 =)

Los coeficientes a, jmpares (i= 1, 3, ...) asi como los bi deberin

ser nulos por ser la funcidn de simetria par y completa.

E1l Gltimo caso calculado, se ha tomado como base de
#107

comparacidn entre los dos métodos descritos antes. Con el progra-

ma enlistado j? calculd 511 veces el integrando, Sin embargo, to-

dos los resultados fueron correctos en las 6 eifras mostradas. Por

consiguiente, y sntes de enjuiciar la integracidén directa, seria

neceseario probar con otro método (por ejemplo, el del programa an-

terior) y comparar la duracidn necesaria para obtener la misma exac-~

titud, prescindiendo de que, por memorie, el ntmero de coeficienteso
westaria limitedo, y por método, realiza acumulsciones innecesarisa

para coeficientes nulos.

En resumen... €s cuestidn de no tener prissa.
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3.5.1

DESARROLIO DE CHEEBYSHEV
 

10"' O‘b’.}e‘tcs
s

Dada la funcidn continua y=f(x) en el intervalo A% x< B, el

siguiente programa obtiene los coeficientes del desarrollo de Cheby-

shev dado por
1 2

'—'—-"O_O+ lel+ d2T2+.oo+dnTn

y= do + d, cos t + d, cos 2% +...*‘dn cos nt =

en la gue Tiz cos it, para u = cos %, son los polinomics ortogona-

les de Chebyshev, con -1l< u<1l., El programacalcula hasta le’ 7

con m> 20 puntos de apoyo para f(x), resulta un ajuste por minimos

cuadradoes.

Ia expresién del desarrollo obtenida es en funcidn de la

variable unificada u. Con elprograma 2,10, despusésde economizar

si procede el desarrollo, se podré obtener un polinomio en u. Por

Wltimo, con el programa 2.11 se obtendra el polinomio egquivalente

en la varisble original x.

2.~ Método.

Al tretsr de ajustar o interpolar una funcidn eperiddica

cualquiera y=f(x) mediante un desarrollio de Fourier, cabe suponer

una falsa periodicidad en el intervalo considerado, equivalente a

0 < 27w , pero, salvo que'casualmenfe se cumpla y, = Yo presenta-

rd discontinuidedes en el origen, entorpeciendo la exactitud del --

ejuste y'requiriendo mayor numero de puntos de epoyo.

T2 solucidn del problema estd en hacer un cambio de varia-

ble determinado. En primer lugar, si el intervslo en qfie se deses

ajustar f(x) es A + B, debemos hacer f(x) = g{u), con =1<u<l, y

Az -1y Bz l. Tras esto, 81 u = cos %, el intervalo de u(-1,1) pan

sa a ser t(-w, 7). En el nuevo sistema:(%, y) la funcidn gi(t) se

reproduce deformada dos veces, una en el intervalo (=%, 0) y otra

de (0, 7 ) siendo inevitable (-1 )= g( 1), eludiéndose asi el pro-

blema de la discontinuidad.

El método a seguir es el mismo que en un dessrrollo de Fou-

rier, excepto el cambio u= cos t. Ademds, por la simetria respecto

al eje YY' resultante, los tédrminocs en sen son nulos.



=D
s JeL

a
d

ssi, pues, el calculo de los coeficientes d, es similar al
i

de los ai de los programes precedentes, resultando:
™ o
1{ > .

d = = . cos it dt

o” W J, I
en las que el intervelo de integraccidn es 0 =71 por la simetria an-

tes citada.

Tgual que en el desarrollo de Fourier, la ortogonalidad de

las funciones trigonomedtricas se extiende también a las sumas fini-

tas, pudiéndose entonces poner:
miei mn-t

l < 2 = 6

a == jfi Y. d,= = v. cos 1%,
o n J=o J i J=o dJ J

en las que Y= g(t ), uy= cos tj, v tjz v (2i/m ~ 1).

En resumen, elmetodo‘seguido consiste en:

a) Dividir el intervalo (=m, V) en m subintervalos a defi-

nir por el usuaric. A mayor m, mejor sproximascidn. Se obtienen asi

los tj segin la formuls enterior.

. b) Con cada tjcalcular ujz cos tjfi Conocidos los l1imites

A, B, obtener la Xj correspondiente a u mediante el cambio de varis-

ble necesario. Asi se llegs a Y4= f(x )

¢c) Hacer las acvquac;énes neceud?:as segin las Tormulss

sumatorias anteriores gue nos dan los coeficientes buscados.

3.- Observacicnes.

Por restricciocnes de slmzcenesmiento el programa llegs hasta

z o

d si bien esto serd suficiente en la mayoria de los casos, Nor-
10’

malmente, al empleo de este programza debers seguir una economizacidn,

tal como se vid en los progrsmas 2.9 y 2.10, mediante la cual se re=

duce el grado del polinomio ajustado al ninimo tolerable segin el ——

error fijado.

asi, pues, la utilidad de este cédleulo es extraordinaria

cuando se trata de obtener aproximaciones polindémicas a funciones

cuglesquiera, tal como se ve en el ejemplo,

4.,- Ejemplo.R B

Se trate de sproximar, medisnte un polinomio, la funcidn

» ' ) - ot "'7

exponencial en el intervelo -1, 1, y con un error Maxino de 10 .

s h e e X P o
Programamos, bajo B, la funcidn e y fijsmos m= Z4.



Haremos:

1; CHS; ENTER % ; 1; ENTER | ;

243 A Liececocsscencanens 1,0000 (10 m 22 s)

Recuperamos shora los coeficientes obteniados, con FiX T

ROL O evvesvoccconncns 1,2660659 (do)

ROL 1 eeveencecoaosnses  1,1303182 (a;)

ROL 2 vvevoncancansss  0,2714953 (a,)

RCD 3 eeveeeancecanees 0,0443368 (dB)

ROL 4 cevvvennnacons .. 0,0054742 ta,)

RCL 5 eeovans teeeveses 0,0005429 (ds)

ROL 6 vvvvencvncons ee.  0,0000450 (ag)

ROL 7 eeeeeoccasoncess 0,0000032 (a)

ROL 8 wuvveeenenecnases  0,0000002  (dg)

RCL9 & ® ¢ ® ¢ ¥ 2 6 ¢ 0 C ¢ e e e 134’14000 E”B (dg)

ROLuO evvneveeeneceese  1,390000 E=9 (dq,)

Con el error fijsdo, podremos despreciar los dos Gltimos

coeficientes. Empleado el programa 2,10 obtenemos la siguiente ex—

presidn polifiémica final:

X — 1 +0,999999 x + 0,500001 x° + 0,166674 x> + 0,041666" +

+ 0,008317 x5-r‘0,00139 X6 + 0,00021 x7-+ 0,00003 X8

vélida para el intervelo -1<x< 1.
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3.6.1

DESARROLIO DE CHEBYSHEV POR INTEGRACION

DE COEFICIENTES

 

  

1.~ Objeto.

Dada la funcidn continua y = £(x), definida en el intervalo

A%x%23, este programa obtiene, unc a uno, los coeficientes del de-

sarrollo de Chebyshev dado por

;}r = do -+ lel dziz =, ° % *+ dnTn

con n hasta donde proceda. ILa expresiodn asi obtenida esta en la va-

riable unificada -1% u<l, siendo necesarios los programa 2.10 ¥

&

2.11 para obtener la aproximecidn polindmica a f(x).

2.~ Método.

Estamos en la misma situacidn que en el programa 3.4. Aqui,

el desarrollo del mdtodo indicado por Mr. Kehan llevaria a la expre-

siodnz w L

a,= 2, cos t JZ (-1)97L £(u) at
i~ wi

oot T (5-1)
con u= Cos T

 

Como antes, se ha efectuado la prueba comparstiva entre es-

te método y la integracidén directa de los coeficientes, resultando

una durgcidn mayor en un 80% para aquel.

Fn consecuencia se ha elegido la integracidn directa de los

coeficientes segin
v

d";‘ ydt d,=

o T iT W
o <

haciendo el progrema todas las transformaciones de variables necesa-

b1

y cos it dt

rias,

3.~ Observaciones.

Por el propio objetivo del programs, la obtencidn de los

d; se efectlda uno & uno pero secuencialmente. ELl usuario se deten-

dréd cuando ewende comience a obtener coeficientes inferiores al e=-

error prefijado, Ia precisidn obtenida dependerd de la notacidn ajus-

tada, que es con la que trebajari in .



3.6.2
4.~ Ejemplo.

Se desea aproximer polindmicamente e¥ en el intervalo ——-
-1<x%2 1, Programada 1s funcidn bajo IBL B, haremos:

1; CHS; ENTER Y 5 13 A wuvurnnnn... .. 0,00000
Yietitttee, 1,26607 (a,)
R/S ......etttceeev.. 1,00000
btCeteseeiiiitereaeaes 1,13032 (a,)
R/S vevennnnn.e,cee.  2,00000
YeCeveees .. 0,27150 (dg)
ETC.

El tiempo de cdlculo es de alrededor de 5 m para cada coe-
ficiente con el FIX 5 elegido., Sin embargo, leyendo los coeficientes
con FIX 7 (fijando después nuevemente FIX 5 para el siguiente cdlcu~
lo), obtenemos:

doz 1,2660659

d.= 1,13031821

d,= 0,2714954
2

Etec.

Resultan més préximos a los verdaceros que 10 que cabria pensar ya

que el margen de error que resulta de ;{i es mejor que las cifras

ajustadas. Por l= propis naturaleza del empleo de este programa ~-—

convendrsd, en general, trabajar con FIX y no con SCI, 1o que acorts

el tiempo de ejecucidn.
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: DESARROLLO DbE cHERYSHEV FoR. mT&‘qucw'm

FUNCION
  ™Ase, .

 

 

  
 

  

  

  

hista 1 ol ey i 1 Eos

81sroi §§ gl f ; a 5 lr“;’&

41 sTo 2 z & { 9 - a G

SleRry | 110 5 B0

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  
 

 

  
 

 

  
 

 

 

 

  

       
 

  
Registros

  

 hewren.szarune    £          

6] sT0 ~ 1 AL § G P 6 v S
7| s70 -2 21

f

¢ CT io2 7 W .
8] 2§ 2lewr | s R g po3 .
Gis0+1 § @ i@ i 4 0 | 4

C10} sz & 5| merz  03o {5 50 [ 5
il eex I 6 g [ 6 1 B
2] sy Uvinwels || 2 {7 2 "y
sin Lo 3 e 3 eo Vool _ { ;1fo |e : o ‘ o
51 aroz {050 .5 120 5 ey
G|hieL3d i g 6 ;T & I
719 R4v f 2 7 'i 2 y , %

S @ e i
glsm+s § 2 Fg {4 9 i

ol o s 000 5 e 5
ith o i 6 1] (G
2l f E 7 2 7 2 iy .
sl 2z i s 3 B 5 io
I 4 o 4 r o

51 h LBL2 LGCO 5 1120 5 460 ]slwm : i 6 Al
7|* 2 7 {2 7 o -
8| sw o 3 g 3 & )
ol rL Yy § 4 9 4 0 [a

030 R/s {5 100 5 0 5
_tlam3 6 1 6 1 6

2 h_LBL.IM_M',: 2 ; 7 2 - r
5{ s7o3 & @ i 3 B 3 8
4| asmo i @ 9 4 g -
50 reL 3 5 1140 5 (210
  

 

e o

 

  

N
[
O

     

[e -
d; i / 70 ke i £eeA - 3 se o o

12 T e
| 6 i
 abeidtg,e.t

[ |
A3

i

 

 R
i

i
v
o
A

@     
  

A : INICI4 caLeoLD .

B cdrewes 1= F(x) . A PROGRAMAR POR BL USUARLO.

a,/,2 v 3
     
 

Modo anaular Molacion

24D }
bAAUT3V09Y 805 BALTT

 
 

    

 



SOLUCION D t= ECUACICNES DIFERENCIAIES DE
TNMER ORDENg s

10"" Obje'tO.

Dada la ecuacidén diferencial de 12 orden y'= f(x,y) v los

valores iniciales y(xo)z Yor ©l siguiente programa obtiene aproxima-

ciones numéricas a la solucién y(x) = y.

Para genersr las aproximaciones a yfi: v(x + nh), siendo h

un tamafioc de paso fijado por el usuario y con n= l, 2, .e.y Se em—

plea‘la férmula ebierta de Runge-Kutta de 49 orden:
1

Tpae1= Ty * E(kl'* 2k, + 2k_ + k4)
n 2 3

siendo: klz h f(xn, yn)

k2= h f(xn+-h/2, Vo * kl/Z)

k3= h f(xn4-h/2, yn*'k2/2)

k4= h f(xné-h, v, * k3).

Aun cuendo en la integracidn de un paso se ha de calculsr

f(x, y) cuatro veces, la precisidn del resultado es notable, sien-

do proporcional el error a h5.

3.~ Observaciones.

A pesar de la sparente complejidad del método, se ha podi-

do reducir el procgrama con el empleo del salto indicado. A trovds ——

del registro T el programa salta a la etiqueta correcta que prepara

a las variables x e y para el siguiente cdleculo. Si bien esto supone

que las veriasbles x e y han de estar almacenadas, sdlo represents

un pequefio trabsjo accesorio a ls hors de ingresar los valores ini-

ciales.

4‘0"" E;}emplo.

See la ecuacidn diferencial

¥ = /%2 - y/x - y°

con xoz 1l e yoz -1

E1l progreme se prueba con h igual a 0,1, 0,05 y 0,025, 1lo

que daré idea del efecto del paso.



4.1.2
Los resultados obtenidos se tabulan seguidamente:

tonh = 0,1 ¢

 

S

 

X ¥ y

1,1 -0, 902089993 0, 826447114
1,2 -0, 833331802 0,694445720
1,3 ~0,769228788 0,591717500
1,4 -0,714283377 0, 510205751
1,5 -0, 666664029 0,444446203

2,0 ~0,499996197 0, 250001902

Con h = 0,05

1,1 -0, 909080849 0, 826446335
1,2 -0, 833333233 0,694444528
1,3 -0, 769230640 0,591716076
1,4 -0,714285562 0, 510204190
1,5 -0, 666666495 0,444444559

2,0 ~0,499999752 0, 250000124

Con h = 0,025

1,1 -0, 909090905 0, 826446285
1,2 ~-0,833333327 0,694444450
1,3 ~-0,769230761 0,591715983
1,4 -0,714285705 0, 510204089
1,5 ~0,666666656 0,444444451

2,0 -0,499999985 0, 250000008

Evidentemente ha sido necesario efectuar dos pasos de in-
- tegracidn por cada valor tabulado, y custro pasos, para los tama-
fios 0,05 y 0,025 respectivamente.
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SOLUCION DE STISTENAS DE DOS RECUACTONES

DIFERENCIATES DE 12 ORDEN Y DE ECUACTIO-

NES DIFERENCTIALES DE 29 ORDEN,-
 

l.~ Objeto.
ekttte sts

Dado el sistema de dos ecuaciones diferenciales de 12 or-

den: vy= £z, y, z)

z' = g(x, y, 2z)

v las condiciones inicisles Y(Xo)zyog z(xo)zz o? el siguiente pro-

grama calcula aproximaciones numérices & las soluciones:

y = y(x) 35 2z = z(x)

para intervalos de la variable x definidos por el usuario.

Asi mismo, se puede emplear para obtener eproximaciones a

1z solucidén de ecuaciones diferenciasles de 29 orden:

vy = flx, v, v)
mediante la eguivalencia: V=g

* v N

z =y = f(x, Yy Z).

2 .« Mé’t Odo ®

Se emples la fdérmula abierta de Runge-XKutta de 40 orden,

que aplicada a un sistema seria:

1, . _ 1o,
Vpe1™ g glEgr2kpr2iyri) Zpe1™ A glmyremyr2mprn, )
ko= h £(x,y,2) | | m,= h g(xn,yn,zn) |

kzz h f(xfirh/z,yfivkl/Q,znfmIZQ); m,= h g(xfifh/?,yfifklzz,zfifml/Q)

k3: h f(xg-h/2,yfi-k2/2,z£~m2/2); m= h g(xfihh/nyfisz/Z,ZE-m2/2)

k4: h f(xn+ h,yn+k3,zg m3) m,= h g(Xn+h,yn-rk3,zn+m3).

El temafic del paso, h, lo define el usuario, teniendo en

cuenta que el error es proporcional a h5.

3.~ Observaciones.,

El programa es idéntico al anterior en cusnto & su estruc-—

tura, sélvo 12 duplicidad de célculos por ser dos ecusciones. Nue—

vamente, el empleo del selto indicado, reduce considersblemente la

extensidn del progrsma.



4.- Ejemplos,

a) Sea el sistema

con y(0)= 0,1 ; z(0)= 0,2,

Tras programar y' y z' bajo A y B, emplesmos el programa

con dos temafios de paso:

V= Yz

z -y

 

Con h = 0,1

X v 7 v z'

0,1 0,13203167 0,20889667  0,34092833 0,07686500
0,2 0,16823689 0,21514573  0,38338261 0,04690884
0,3 0,20873944 0,21802286 0,42676230 0,00028342
0,4 0,25359551 0,21671792  0,47031343 -0,03687759

1,0 0,60434264 0,06500178  0,66934442  -0,53934085

Con h = 0,05

0,1 0,13203157 0,20889664  0,34092821 0,07686507
0,2 0,16823667 0,21514568  0,38338235  0,04690901
0,3 0,20873907 0,21802282 0,42676190 0,00928375
0,4 0,25359497 0,21671792  0,47031289 -0,03687706
0,5 0, 30277677 0,21033389  0,51311066 - -0,09244288

1,0 0, 60434059 0,06500316  0,66934375 =-0,53933743

b) Sea la ecuacidn de 2° orden y'‘= -y,

nes inicisles y(0)=0 ¢ y(0)=1.

con las condicio-

Puesto que la equivalencia a considerar es V' =2 § =——ee—

z =y ‘= -y, las dos funciones se progremardn simplemente:

h IBL A h ILBL B
RCL 2 RCL 1

h RTN CHS

h RTN

¢ ingresaremos: O; STOO; STO 1; 1; STO 2. Empleando h = Oyl ==

(0,13 STO 3) resulta:

 

X y z=y"

0,1 0,099833 0, 995004
0,2 0,198669 0, 380067
0,3 0,295520 0,955337

Ya que la solucidn es y = sen X, se observard que las 6

cifrasson exactas. El tiempo de integracién de un paso es de unos

20 s.
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4.3.1

SOLUCION DE ECUACTONES DIFVERENCTIATES

DE 3¢ ORDEN.-

l.- Objeto.

Dade la ecuacidn diferencial de 32 orden
v A s\

y =1z, 7,7, 5 )
v las condiciones iniciales y(x )=y 3 vy(x )=y 3 vy (x)=3", =

o 0 0 0 o o
el siguiente progresma obtiene sproximaciones numéricas a la solucidn

y = y(x) para intervalos de la variable x definidos por el usuario.

2.- Método.

En esta ocasidn se emplea la formula abierta de Runge-Kutta

de 29 orden. En reslidad, la ecuacidn de 3° orden se puede transfor-

mar en un sistemz2 de tres ecuaciones de 12 orden, y, aplicando la

formulscidn de Runge-Kutta, se obtienen las fdrmulas de integracidn:

Fe1= Vo B2V W)
“ < 'l:‘l N

Ine1™ In* 2(2yn ¥ hkl)

N «+. h,

yn+l= yn * 2(k1+ k2)

k1= f(xn’ yny ynf yn )

k= f(x#h, yrhy, y+hy; y'+ hk))
Al tretarse de la férmula de 2° orden, el error es pPropor—

cional a h3, y por lo tanto de menor exactitud que las empleadss en

los anteriores programas. 0 lo que es igual, sers necesario emplear

tamafios mds pequefios para h para conseguir una exactitud equivalente.

Debido a esto, se prevé la integracidén de n pasos ininte-

rrumpidamente, siendo definido n por el usuario.

Iz razdén de haber escogido la férmula de 2° orden es por

la largs extensiodn de un progrema para la de 42 orden,

3.~ Observaciones.

No es necesario agul recurrir al salto indicado. E1l pro-

grama calculs sucesivamente la funcion definida. E1l usuario define

el tamafio del paso y el numero de pasos que desea caleular sin inte-

rrupcién, es decir, sin visuslizsr les aproximsciones. Esto permite

trabajar con P2H0S8 pequefios sin necesidad de arrancar el programa



40302

tras aproximaciones gqueno interesan.

4.~ Ejemplo.

Sea la ecuacidén diferencial de 32 orden
Y s

y o= —2y+ )
con las condiciones iniciales y(0)=0; v (0)=0; v *(0)=2.

h IBL B

RCL 1

RCL 2

2

X

CHS

h RTN

Y se almacenan: 0; STO O; STO 1; STO 23 23 STO 3.

Eligiendo h=0,01 y n=10 (0,01l; STO 4;

Se programa, pues:

103 STO 5) se obtiene:

 

X y y‘ y‘\ y\\\

0,1  0,009983655 0,199324578  1,979373310 -0,418616466
0,2 0,039726197  0,394438077 1,915249086 -0,868328548
0,3 0,088584294 0,580851596 1,805018917 -1,338871781
0,4 0,155454431  0,753868995 1,647169083 -1,818646853
0,5 0,238757873 ©,908702722 1,441404383 -2,294921190

te.

El tiempo de cédlculo de cada valor es de 1 m sproximadamen-—
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FILTROS ACTIVOS SALLEN-KEY DE 2° ORDEN

Obtener los valores necesarios de resistencias y condensa-

dores para realizar filtros activos pasa-bajo y pasa-alto, de dos --

polos, con estructura de Sallen-Key.

2.~ Método.

La estructura de Sallen~-Key emplea un amplificador con ga-

nancis 41, y en su versidn pasa-bajo de dos polos =2dopta la configu-

  

 

s racidén del esguema, la funcidn de trans—

R, R, ferencia es:

iD
‘2]; T(p)= > L ,

nP RleclO + pug(Rl+ R2)+ 1

Con ells se pueden realizar las funcio=-

nes clésicas de Butterworth, Chebyshev,

Hermite, etc. Ia funcidn de transferencia generalizada serd:

1

sga + sa.+ 1.
2 1

en la que 8, ¥ 2, son los coeficientes definidos por la funcidn ele-

T(S):

gida. Introduciendo el factor de escala para reducir la expresidn a

la frecuencia de corte, s = p/w,, resulta:

1

e ag/wg-+p al/w0-+l
 T(p) =

Igualando ambas expresiones se puede formar el sistema:

2RlRZClCZ = ag/wo

Cz(le-Rz): al/wo

con dos ecuaciones y cuatro incdgnitas, por lo que siempre se podrén

elegir dos de ellas segin valores normalizados comercializados,

Un filtro pasa-alto se obtendra con la sustitucidn dual

R+ C, resultendo la configuracién del esquems.
» . )

: Su funcidn de transferencis es:

 o —o T(p)= > 1
” PRiR,C10,+ PRy(C+ C,) + 1
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51 en esta expresidn se realiza 1s sustitucidn:

 

~1/Cl, Rzi/G27 Cl:l/Ri; ngl/Ré; p=1/p"; resulta:

T(p" )= > L
' R1R201624-p CZ(R +-R )+ 1

que coincide con la del pasa-bajo. La solucidn es, pues, la misma,
salvo la sustitucidén reslizada, en la que p'=1/p se cumple con ——-
wé:l/wo

El método de resoluomon se inicia adoptando valores para

Rl v R20 Si se cumple que Rl'RQ=R, Fl v 02 siempre tendrén solucio-
nes resles positives:

82 B3+ Rp= (1) Co= etyWosy Ry ; 27 W

TR

¥, (2)

Si, por el contrdrlo, fijamos los valoresde Cl v 02, podemos obte-

 

Clx

ners R1R2_ a/wOCl o 3 Rl+ R2= al/woc2 ; con lo gque

a
(Rl, RZ) = W%? (1= Vl - 48C/8C) (3)

O

Para que Rl’ R2 tengan soluciones reales positivas se deberd cumplir

Vl - 48CQ/aQQ <1l; 1- 43C/agc

que nos lleva a: 3202/3101>>O ; 02% a201/4a (4)

La primera condicidn siempre se cumple por ser todos los

factores positivos. Iuego sdlo se ha de considerar la segunda,

Resumiendo todo lo anterior, se sigue el siguiente procedi-

miento:

1) Fijar valores, generslmente normalizados, para Rl y Rg‘

Normalmente se intentard R=R,.

2) Calcular Cl segun expresién (1). Si el valor resultante

es fagilmente obtenible con elementos normalizados, adoptarlo. Si

no, introducir el valor normal mds préximo al calculado.

3) Con el velor adoptado para C., calcular el 1{mite de C$ $

segin expresidén (4). Si es facilmente obienible, adoptar el 02 oalf

culado. Si no, zdoptar un valor normal inferior a2l calculsado.

4) Definidos asi C1 ¥ C2, calcular Rl v R2 por (3).

Segin lo expuesto, si se parten de valores PlRZ_R norma—

lizsdos, los Cl y Gz.resultantes se tendran que obtener, en general,

por combinacidén de dos o més condensadores. Si se fijen en 2) v 3)

valores normalizados para C1 y Co, los valores resultantes para
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Rl v R2 no lo serén, y se debersd buscar uns combinacidén que propor-
cione el valor resultante,

3.~ Observaciones.,

Con objeto de lograr que el mismo programa calcule filtros
pasa-alto y pasa-bajo, se ha recurrido a la subrutina indicada, De
esta forma se emplea, en los casos en que el cdlculo lo requiere, el
‘valor directo o el inverso. Resulta ser una solucidén mas econdmica
que el empleo de "flags" o cualquier otra, ya que la llamadsa g la

subrutina sdlo emplea un paso de programa, mientras que la prueba —--
de un "flag" requiere dos.

4 ,- Ejemplos.

a) Se desea construir un filtro Sallen-Key de 3° orden, pg-
sa-bajo, para una frecuencia de corte de 1500 kHz, Ia respuesta dé-
seada es de Butterworth,

La funcidén de transmisidn, segin lo anterior, es:
1/T(s)= p3+ 2p%+ 2p +1 =(p2+ p+1)(p +1)

Para la seccidn de 22 orden debersd ser, pues, alzl v 82=2.

Haremos:

1; ST0.1; STO.2
1.5005 GSB O ..uuun.... ceee. 9,425E3 (wo)

Probando con valores RlzRngle k sy resulta:

10 E3; ENTERY ; B vvvvevne.. 21,22 E-Q <C§)
(C;) 22 E-9 R/S .......... ceees 5,500 E-9 (c2)
(02) 49T B=95 R/S  tieninnnnnnnn. 15,59 E3 (Rl)

&Y iieiier viiiinnn. eee.. 6,983 E3 (Rg)
Para conseguir la combinacién de resistencias adecuadas, hacemos:

15,59 E3; ENTER?! ; 18 B3; GSB 2 .vuv..... 116,4 B3

6,983 E3; ENTER! ; 8,2 E3; GSB 2 ....... 47,04 3
Ia solucidn final podria ser:

Ry= 18 k8.//120 k Ro= 8,2 ka//4T ks
Clm 22 n¥ 02=-4,7 nF

Ia célula pasiva de 12 orden se caleculard:

(R) lO EB; GSBl @ @& ¢ 0 s 4 2 0t e 0 e e o0 10,61 E"‘"g (C)

Luego se puede prever: R= 10 kg C= 10 nF
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b) Se desea construir un filtro Sallen«Key, de 2¢ orden,
pasa-~alto, con respuesta de Chebyshev de 0,5 aB de rizado, para una
frecuencia de corte de 10 kHz,

Ia respuesta elegida tiene como funcidn de transmisidn
1/T(p)= 0,6595p2 + 0,9402p + 1

luego, a;= 0,9402 y 8= 0,6595,

Hacemos:

0,9402; STO.1; 0,6595; STO.?

(£5) 10.0005 GSB O vivririnnnenennennnnn.. 62,83 E3 (WO)
Probamos con Cl=02:0= 1 nF, por lo que:

(c) 1 E-9; BNTER Y 5 A Lovvvnnnnnnnnn. ..., 11,34 E3 (R])
(Rl) 10 E35 R/S tiviiiiininnnnennnnn. veees 29,84 E3 (R;)
(R,) 33 E3; R/S ...... ceeteccireetinacae., 783,6 BE=12 (cl)

XY itttcevevarenc.. 1,485 E-9Q (c,)
Buscando la combinacidén de Cq haremos:
763,6 B-12; ENTER! ; 820 E-12; GSB 2 ....... 17,65 B-9

Tendremos finalmente:

Rl: 10 ka R2 = 33 k5

Clz 820 p¥//18 np Co= 1,5 nPF

Nora : vER 15, Psgivg 5.2.3.
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552.1

FILTROS ACTIVOS SALIEN-KEY DE 32 ORDEN

10‘- Objeto.

Obtener los valores necesarios de resistencias y condensa-
dores para realizar filtros activos resa-bajo y pesa-alto, de tres
polos, con estructura de Sallen-Key,

2.~ Método.

Se puede realizar un filtro de 3° orden con una seccidn de
2 polos y una cédlula pasiva de 12 orden. O bien se puede sintetizar

¢ én un solo elemento activo, adoptando§

 

la configuracidn que presenta la figurs

para el caso pasa-bajo,

 

I‘c Ieg La funcidn de transmisidn, pa-
ra este Ultimo caso, serfa:

=p3f 2(1/T(p)=p R1R2R3010203+ p (0203(R1R3+ R2R3) + 0103(R1R3+ RlRZ))—r

+ P(CB(R1+ Ro+ Ry) +RiC1) + 1

Bl filtro pasa-z2lto se consigue con la sustitucidn dual de
R+C. S1 en su funcidn de transferencia se efectdz la sustitucidn:
Rlzl/cl; Ry=1/Cy; R3=1/C3; 01=1/R; Co=1/R,; 03=1/R3; p =1/p

resulta la misma funcidn que para el pasa~bajo, por lo que sdlo se
tratard este caso, previendo el programa ls utilizacidén de ambos.

La funcidén de transferencisa generalizads de 32 orden es:

T(s)=1/(s34.+ 28,+ saq+ 1)

¥y, con la transformacién p:i/wo, resultas

T(p):l/(p3a3/W§+-p232/wgqapal/wo+ 1)

que, igualada a la del filtro forma un sistems de tres ecuaciones

con seis incégnitas, habiendo libertad para elegir tres de ellas,

El sistema seria:

Jovon v 3R1R2h3plu263— 33/W0

; | _ X 2

03(R3GZ{R1+ Re)-+R101(R2+ 33))- aZ/NO

C3(Ry+ Ry + Ry) + RiCy = ay/w,



5.2.2

Partiendo de leRQmRBxR se llega siempre a valores reales

positivos para Cl’ 02 v 03, por lo que habitualmente se empieza ——

asignando valores o las resistencias.

Haciendolo asi se llega a la ecuscidn cibics:

2 . . , D/ ,
RY (R, + 33>o%/(fll+‘324-a3) = 8qRy(R, = Ry)C/w(R+ R2+ RB)-+

Sl 7 3 _+-8261/w0 a3(¢/Rl+ 1/R2)/WO =0 (1)

Resolviéndola v obteniendo Cl’ podemos calcular:

N 3 3 Y . — . - |C o= a3/w0fi1R2R36163 (2) 3 03_(al/wo ClRl)/(Rl+ Rg+ R3) (3)

53 definimos las siguientes variables auxiliares:

Cosal/woRl; Alz(R1+ R2+ R3)/R1; A2z Rl(RQ* R3)

= w3 F 3A3 W031Q2R30103

las ecuaciones (1), (2) y (3) pssan a ser

3/ - 2/ o Jwe — ' ' Wl = ’AoCy/hy CACT/Av 8Cy/wg ag(1/Ry v 1I/R,) /w2 = O (4)

Le ecuacidn (4) puede ponerse en la forma:

Ci= G+ (84(1/Ry+ 1/Ry)/w, = Coaz)/(Ag(Olwo)g/Al+ a,)

gue puede resolverse por medio de una iteracidn de punto fijo, con

el valor de arrangue clzco.

Después de esto, se podra calcular 02 y 03 aplicando (5)

vy (6).

Otra posibilidad seria asignar valores g Cl’ 62 v 03 y-

celcular las resistemcias, pero es més lsborioso puesto gque hay que

partir de las ecuaciones implicitas, no habiendo capacidad para

ello., Tampoco es posible recurrir al doble cédlculo del programa an-

terior, igualmente por falta de capacidad.

3.~ QObservaciones.

Igual que antes, se hs usado la subrutine indicada para

calcular el filtro pasa-~bajo, tal como se desarrolla en el fiétodo,

como el filtro pasa-alto. E1l céleulo iterativo de C. reguiere, ade~
1

més, mayor durecidn de ejecucidn.
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4.~ BEjemplos,

a) Se desea construir un filtro pasa-~alto de 30 orden, con
respuesta de Butterworth, para una frecuencia de corte de 1500 Hz,

Ia funcidn de transmisidn es:
1/T(p)= 1+ 2p + 2024 p3 ; es decir: 2.=2 ; .= 2 : 5. 11 2 Py ’

Haeremos, pues:

2; STO.1l; ST0.2: 13 STO.3
1.500; GSB O v. w..... Ceetcecnreeeensee. 9,425 B3

(ol) 10 E~9; ENTER' ; ENTER?! ; A wuuuvun.... 7,619 E3 (R,)
Sreseeee 2,991 B3 (R,)
g R Sttt cesressc ittt rasercrassnes 52,41 E3 (33)

Utilizendo GSB 1 llegemos a:

Ry= 10 k»//33 ko C,=C,=C,= 10 nf (asignado)
Ry= 3,3 kn//33 ko

R3= 56 kn //820 k &

b) Se desea shoraz un filtro pasa-bajo de 32 orden, con =—-—
respuesta de Chebyshev 0,1 8B, pars 15 kHz.

Segin tablas, las constantes son:

a,= 1,6046 ; a,= 1,1832 ; a3:.0,6101

Almacenadas en ST0.1, STO.? y STO.3, respectivamente, se-
guiremos haciendo:

15 E35 GOSB 0 tuveveeennnnnneeennnnnas 94,25 E3

10 E3; ENTERY ; ENTERY 3 B ......... 1,394 E-9 (c))
Ocescessrscses 5,087 E~Q (02)
EREoiit eie e, 102,8 B-12 (CB)

Recurriendo a GSB 1 para los condensadores, resulta:

Cl: 1,5 nF+ 20 nP ; 02: 5,6 nfF+56 nF ; C.= 100 pF.
3

(R,)

Por asignacidn,

Nota: E1 método empleado estd inspirado en el articulo "Empleo del
Celculedor en el Disefio de Filtros Activos", de A. Jugs, de RCA
Engineer, publicado en MUNDO ELECTRONICO, no 38, 1975.
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EQUILIBRATO DINAMICO EN DOS PIANOS

1.~ Objeto.
El siguiente programa cslcula los pesos correctores necesa—

rics, a disponer en dos planos del rotor de una maquina rotativa, da-

das las vibraciones a corregir y conocidas las carscteristicas del

rotor. Si éstas no se conociesen, permite obtenerlas mediante dos

pruebas con pesos conocidos,

2.- Método.

Sea una maquina rotativa en 1la dque se miden las siguientes

vibraciones, dadas en coordenadas polares:

VOl: vibracidén en el plano 1.

V02: vibracidn en el plano 2.

En el supuesto més general en que hayan de obtenerse las

caracteristicas mediante pruebas, sea POl un peso arbitrario coloca-

do en el plano 1 y medido su mddulo y posicidn afigular, resultard a-

s{ mismo en coordenadas polares. Tras su colocacidn, las nuevas vi-

braciones medidas son:

VP1l: vibracidn en el plano 1.

VC2: vibrecidn en el plano 2.

En una segunda prueba, se quita POl y se coloca P02 en el

plano 2 (de hecho, puede ser el mismo peso pero, en general, en dis-

tinta posicidn, por lo que PO1#£P02). Esto produce:

VCl: vibracidn en el plano 1.

VP2: vibracidn en el plano 2.

En el supuesto de que el rotor cumple la ley de Hook, y re-—

curriendo al principio de superposicidn, se pueden establecer las

siguientes relaciones vectoriales entre efecto y cdusa, es decir, en-

tre vibraciones y pesos que las producen:

RP1=(VP1 - VO1)/POl : efecto neto de POl en el plano 1.

RP2=(VP2 - V02)/P02 : efecto neto de P02 en el plano 2.

RC1=(VC1l ~ VO1)/P02 : efecto neto de P02 en eilplano 1.

RC2=(VC2 - V02)/P01 : efecto neto de POl en el plano 2.

Si ahora desesmos snular las vibraciones existentes en 1los

planos 1 y 2, que en general llamaremos V1l y V2, (inicialmente se-



e

P1 RP1+ P2 RCL = =V1

1 RC2+ P2 RP2 = -V2

en el que la i

ca por el hecho de tener que producir, con Pl ¥y P2, vibraciones opues

tas a las existentes.

Por comodidsd de manipulacidn de signos, hsciendo cada ——-

R= -R, se llegaria =l mismo sistemsa de sntes pero con todos log tér-

minos positivos. Desde luego 10S nuevos R se cobtendrisn con numera-0

dores opuestos a los expresados ant oS

Resuelto el sistema, conoceremos Pl y P2, es decir, la mnag-

nitud y la situacidén angulsr de los pesos a colocsr en 1os plenos 1

¥y 2 pare anular ambas vibrsciones.

En la préctica, por inexactitudes de medidas YV por no ajuse

anulsr totalmente(
G
~tarse & la realidad la hipdtesis, no se conseguir:

la vibracidén. Supongsmos VR1 y VR2 las vibraciones medidas residus—

&

les después de la correccidén. Se deberd recalcular nuevos pesos pa-

m { i ] o
t
O n *
®¢S procedimie£ra su eliminacidn ¥ vara ello se pueden seguir

1) Resolver nuevamente el sistema con log mismos coeficien-w

stes pero cambiando el miembro de la dereche, sustituyéndolo por las

nuevas vibraciones, haciendo, pues, V1=VR1 y V2=VR2. Esto equivale

a dar como definitiva la correccidén ys efectuzda. Fntonces, los nue-

vos pescs correctores que resulten se afiadirén a los ya existentes

en el rotor. (Este método es el empleado por la casa IRD).

2) Ia composicidén de la vibracidn inicial con la producids

por 1og& pesos no ha sido nula, quedando un residuo, VRl y VR2, Si

éste lo agregemos = la vibracidn inicial y resolvemos el sistema pa-

ro ls vibracidn total, deberiemos corregir simultédneamente ambas.

Es decir, sl resolvemos nuevamente el sistema pars

Vli= V1 + VR1 N V2= V2 + VR2

los nuevos pesos resultantes deberdn sustituir a los anteriores en

magnitud y situscion. E£llc supone el desmontar los pesos tras cada

n algebrdicamente equivalentes. Se
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En cuanto a las magnitudes, es indistinto las unidades em~

pleadas para vibrscién y pesos, as{ como si aquella es de desplazg-
miento o de velocidad. Lo que hay que prever es que sean 1iss mismas
dentro de un mismo cdlculo.

Con relacién a la situscidn engular tampoco debe haber pro~
blema. Normalmente se emplarin grados Ssexagesimales, Ia escala de
referencia estesrd fijs en el estator, no importando el sentido en
que se miden los éngulos con tal que ses el mismo dentro del mismo
céleulo. Como resultsdo del célculo, el peso corrector debers situar—
se en una posicidn sngular determinada, Para ellc, un sistema podria
ser situando la marca de referencisa fiizm del rotor sobre el 0O Ge la
escale angulasr fija en el estator. El peso deberi colocarse en el

punto del rotor (en el plano gque corresponda) que coincida con sl
dngulo resultsnte del cdlculo lefdo en la escala fija del estator,

3.~ Observaciones.

El método de solucidén del sistema es 1s regla de Cramer, -
similar al empleado en el programa 1.4. E1 programa dispone de las
subrutinas necesariss pars realizar la aritmétiva compleja necess—
ria para su utilizecidn.

En el caso de disponer ye de los coeficientes R, por hsber
sfectuado alguna prueba anterior sobre 1a misma maquina, se podrin
realizer directamente los pasos 3.4, 3,8, 3.12 y 3.16 de las ins-
trucciones.

4.- Ejemplo.

En uns determinada mégquina se leen las giguientes vibracio-

nes: Vli= 110 nm869 V2= 74 11,1(12559

Siendo necesario efectuar pruebas para la determinacidn de
las reacciones del rotor, se coloca en el plano 1 el peso POl=

150 g00,>1eyendese entonces

VPl= 153 nm,- vC2= 85 nWy0g

Puesto el mismo peso y en la misma situacidn en el plano 2

resultan VCl= 90 nmgo9 VP2= 120 Oyo0

Segin lo expuesto, deberd ser VOl=V1 y V02=V2. Hecemos:

1(ve1) 45; ENTER ¢ 53;
110; GSB7 e...l.iE'.GDOQGCGQGOI1009526O(vor) 86:; ENTER } s

e



(Por)

{vpz)
{vo2)

{Po2)

(ver)
3(vai)

(Poz)

(vez)

(vez)

(éoz)

(ve)
(vz)

5.3.4

0,6702
179,1195

O3 ENTER Y ; 150
7
ASTO O3

 

123,6098

0, 8241
“359 3282

90; ENTER f ; ENTER !
Q5. NN . B\)O, EL\LBRé 3 110: CSL}? T v e 20T O HeGCE0e o o 21,]}715

0,1411
68,7504

74,0635

0,4938
-34,9299

0,5798

A iQiQOflQEQ’G.““ €
XzY % T OSSO TOE L OGS EC S GE S Qe 76’64—75

¢=coeoeoteeass.goc-acaooc-at¢o~-oeo. 56,6959

B 'tflflflflrfie'

1

X'E‘EY % tttolofloooeo(.-.-cvceu--udvgs .L7,9756

Q.vctne-oecqen'eooco-oooccec-co-: . 164,5756

Los pesos a colocar serdn:

Pl i -
3
-
3

0
9

P2 =

(rP1)

(RPZ)

2D

(re2)

Cnnod.AA)

(P1)

(r2)
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§ e _.._ tvot (mod) &SR 7
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Poi (mod) asn | RPI (mod)3.k MAcENIR. COEPICIENTE 2 Svo © A :
~ | 2y RA1 (eirg)

sre |
3.5

|

ivanessn vianse. PROPIA , PeiND Z | VP2 (arg) Enven $
L o vPe (mod) ENTER £ )
3,6

|

InanRES4R Vibrae. INICISL |, PLANY 2 voz (argp) Enrsnd
'

vozr (mod) asn 7
N;; INalEsan Peso dE pRuUERA , PLano 2 POZ (ar®) gnvee ¢

) POZ (med)

i

. asa | RPZ (mad)
3,8 QIIAEENER. COETFICIENTE

Sro 6

Xay Rz (<rg)
Sto 7

3.9 ; INGRESAN VIBRAC . cRUZADA |, PLaso | ver Carg) Enrenr #

ver (mod) Enren £
3.10 | Ivangsan Vinkic, ieran . Piino i voi (arg) EnTER f

i vol (mod) Gsn 7
3.1

|
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312
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o
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