Notes on the back story of this document

This set of 27 programs for the HP-34C was developed by Eugenio E. Ubeda Forte in
September, 1980. They were sent to me by Fernando del Rey, who is as clueless about who this
person is as I am. Since the author lived in Cartagena (Spain) at the time, F.'s guess is that probably
he was one of his father's colleagues who (upon getting to know that F. liked the HP-34C) sent him
the complete set so that he could have a look at it.

Whatever the details of its origin, the truly excellent typewritten documentation for the
programs is both very extensive (123 pages, average 4.5 pages per program) and comprehensive,
including for each program the sections Objeto (the program's purpose), Método (relevant equations
and/or algorithms), Observaciones (comments and/or notes), Ejemplos (examples), Instrucciones de
uso (usage instructions) and the full program listing, detailing registers, labels and flags used, plus
angular and display settings. A categorized index of all programs featured is also included.

Whether this set has been published before, as a book or otherwise, is uncertain but very
unlikely, so this is probably the first time it sees the light. The titles for all 5 categories and 27
programs follow, in both the original Spanish and in English.

Caveat lector: All the documentation is in Spanish. However, as the subject matters are mostly

mathematical in nature, it's perfectly possible to follow and run the examples with little difficulty, thus
also learning how to use the programs.

27 Programas para la HP-34C  (by Eugenio E. Ubeda Forte, Sept. 1980; 27 programs, 123 pages)

1. Matrices y sistemas lineales.
Matrices and linear systems.

1.1. Multiplicacion de una matriz cuadrada por su transpuesta.
Multiplication of a square matrix by its transpose matrix.

1.2. Factorizacion y determinante de una matriz cuadrada.
Square matrix factorization and determinant.

1.3. Factorizacion y determinante de una matriz simetrica.
Symmetric matrix factorization and determinant.

1.4. Solucion de dos ecuaciones simultdneas con coeficientes complejos.
Solving 2x2 linear systems with complex coefficients.

2. Polinomios.
Polynomials.

2.1. Suma de productos de orden N de M niimeros reales.
Sum of N"order products of M real numbers.



2.2. Algoritmo de Horner.
Horner's method.

2.3. Algoritmo de Horner de doble fila.
Two-row Horner's method.

2.4. Reciproco de un desarrollo polinémico.
Coefficients of the reciprocal of a polynomial.

2.5. Potenciacion de un desarrollo polinomico.
Coefficients of the N" power of a polynomial.

2.6. Exponenciacion de un desarrollo polinomico.
Coefficients of the exponential of a polynomial.

2.7. Estabilidad de polinomios: Criterio de Routh.
Polynomial stability: Routh's Criterium.

2.8.  Evaluacion de polinomios de Chebyshev y sus raices.
Chebyshev's Polynomials evaluation and roots.

2.9. Transformacion de un polinomio en una expansion de Chebyshev.
Transformation of a polynomial into a Chebyshev's expansion.

2.10. Transformacion de una expansion de Chebyshev en un polinomio.
Transformation of a Chebyshev's expansion into a polynomial.

2.11. Cambio de variable en polinomios.
Change of variable in polynomials.

3. Interpolacion y aproximacion.
Interpolation and approximation.

3.1. Interpolacion polinomica.
Polynomial interpolation.

3.2. Desarrollo de Fourier de funciones con valores discretos
Fourier Series expansion of a function given as a set of discrete data points.

3.3. Desarrollo de Fourier de funciones discretizadas.
Fourier Series expansion of a user-specified function f(x).

3.4. Desarrollo de Fourier por integracion de coeficientes.
Fourier Series expansion coefficients obtained by integration.

3.5. Desarrollo de Chebyshev de funciones discretizadas.



Chebyshev Series expansion of a user-specified function f(x).

3.6. Desarrollo de Chebyshev por integracion de coeficientes.
Chebyshev Series expansion coefficients obtained by integration.

4. Ecuaciones diferenciales.
Differential equations.

4.1. Solucion de ecuaciones diferenciales de 1° orden.
Numeric solution of first-order differential equations.

4.2.  Solucion de sistemas de dos ecuaciones diferenciales de 1° orden.
Numeric solution of a system of two first-order differential equations.

4.3. Solucion de ecuaciones diferenciales de 3° orden.
Numeric solution of third-order differential equations.

5. Varios.
Miscellaneous.

5.1. Filtros activos Sallen-Key de 2° orden.
Sallen-Key active filters of the second order.

5.2. Filtros activos Sallen-Key de 3° orden.
Sallen-Key active filters of the third order.

5.3. Egquilibrado dindmico en dos planos.
Dynamic balancing on two planes.

Valentin Albillo, 23-10-2021
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1.~ Matrices y sistemss linezles.
1.1 - Multiplicacidén de una matriz cuadrada por su transpuesia.
r determinante de una matriz cuadrads.

e ¥

1.2 - Pactorizacidn y
acion v determinente de vna metriz simétrica.

1.3 -~ Pactoriz

1.4 - Solucidn de dos ecuaciones simulténeas con coeficientes -
complejos.

2.~ Polinomios.
2.1 - Suma de productos de orden N de M ntmeros reales.
2.2 - Algoritmo de Horner,
2.3 -~ Algoritmo de Horner de doble filae,
2.4 - Reciproco de un desarrollo polindmico.
5.5 - Potenciacidn de un desarrollo polindmico.
2,6 - Exponenciscidén de un desarrcllo polindmico.
2.7 - BEstabilidad de polinomiocs: Criterio de Routh.
2.8 - Bvaluacidn de polincmios de Chebyshev y sus raices.

2.9 - Transformacidén de un polinomic en uns expansidn de Cheby-
shev.

2.10 - Trensformacidn de una expansidén de Chebyshey en un poli-
nomio,

2.11 - Cambio de verisble en polinomios.

3.~ Interpolacidn y sproximscidn.
3.1 - Interpolacidn polindmica.

3.2 - Desarrollo de Tourier de funciones con valores discretos.

3.3 - Desarrollo de Fourier de funciones discretvizadas,
3.4 - Desarrollo de Fourier por integraciodn de cosficientes.
3.5 - Desarrollo de Chebyshev de funciones discretizadas,

hebyshev por integracidn de coeficientes.
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4.1 - Solucidn de ecuaciones diferenciale:

4,2 — Solucidn de sistemss de dos ecuaciones &iferencialas de
12 orden.



4,3 - Solucidn de ecuaci

5.~ Varios.

5.1 - Piltros sctivos Sallen-Ke

en—~-Key de 22 orden.
3 en~-Key de 3% orden.

5.2 - Filtros activos Salle
5

.3 = Bguilibrado dinsar



MULTIPLICACION DE UNA WATRIZ CUADRADA POR
SU TRANSPUESTA

1.- Objeto.

Dada una matriz cuadrads A, NxN, con N24, el siguiente pPro-
grema obtiene, elemento pof elemento, la matriz simétrica resultante
de multiplicar A por su trenspuesta A', bien por la izquierde (AYA),
bien por la derecha (AA‘).

ILe matriz NxN resultante es, como se ha dicho, simétrica y
con la diagonal principal frecuentemente dominante, por lo que estsa
operacidn, entre otras cosas, se puede emplesr para transformar sis-
temas lineales con objeto de asegurar la convergenéia iterstiva de

« £
su solucion.

2.~ ¥Método.
Seag la matriz A:(aij) v su transpuesta A‘:(aji).
Si le multiplicacidn es por la izgwierda, oéﬁenemcss

B=A'A = (b34) 5 Dbyy= bji o, bid = ?‘ NN

Si ls multiplicacidn es por 1la derechs, obtegemos:
B=aA="(b;y) 5 Byy=byy o Dbyy = PRI

3.~ Observaciones.

Yo que la diferencis entre los dos productos es exclusiva-
mente el orden al tomar los subindices (ki, kj o ik, jk) bastard em-
plear un "flag" (el 0) para identificar el producto y tomar el orden
adecuado. |

Ie subrutina B se emplea psre el direccionamiento de los
elementos aij' La A, pars su almaeenamienﬁo. Ante la manifiesta impo-
sibilidad de almacenar los bij’ éstos se van mostrando en el orden en

gque se calculan.

4.~ Ejemplo.

Sea 18 matriz 4x4:

A=

O =N
QW#O
O =N
DY N W



S ndo las instrucciones, log elementos se almecenaran:
5 ENTERT ; 1; ENTERT ; 15 A.
0; ENTER} ; 23 ENTER? 5 15 A.
os ENTER} 3 33 BNTER' 5 15 A.
3; ENTER} ;3 4; ENTERT ; 1; A,
o, ENTER}| 3 13 ENTER' ; 2; A.
43 ENTER?} ; 2; ENTERY A.
1; ENTER' ; 35 BNTERY ; 25 A,

EBte.
Para la multiplicscidn por la izquierda haremos: 43 GSB
Y se obtienen los sucesivos elementos de la mstrigz:

30 11 22 19
T4 69

oo l

indicando la flecha la simetris de los elementos restantes

B = A'A =

(f;

@

Para la multiplicscidn por la devecha haremos: 43 GSB 2.

Y obtenemos: 38 1% 31 26]
s po 26 39|

B = Ah 1 83

- 110

E1l tiempo de gjecucidén para cada elemento es de unos 20 s,
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instrucciones de uso

ENTRADA . SALIDA
N OBSERVACI S FU .
um CIONES paTos| FUNCION deesyitapos
{ CARGAIR PROGERAMAS -
2 | AlmacErar ELEMBENTOS BE LA MATRIZ HACIER=
vo , PARA fxd, .o, Nijzl -, N (NTH) Iy ENTER f
J . ENTER ¢
t A @y
3 | IvgrESar ORDEN N
4.1 81 Es mutTIPLIcdctCn POR L4 (ZQUIERDA
(4'4), Hacee asa /
.2l 81 68 muLTIPLIcacIoN pOR U4 bEnscdd (44')
HacER G562
& BREvEMENTE MOSTRARE MEB/ANTE Piusa i 7
y bdEsSPUES EL ELEMENTO bE L4 HATRIZ PRODUC-
7D CORRESPONIIENTE , DETENIENDOSE . bej
¢ S/ SE BESE4 COMPROMAR., EL IVDICE . MACHER X2y i, J
7 | reawusan clieuio waciEmve |, Pans =l ..., N;
J=i, -, N (%] por smETRICA) R/S
8 | voever 4 &,
9 | 8¢ mOSTRADO EL ELEMENTO ULTiMo , bun,
WAL ' ' R/S 0, 60600
10 | Para ores muLTirLicacion, I & 3.
1 ParRg OTRO C4&SO ., IR & 2,
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4| st0.7 | 8| rec.8 4 o I B
5|k LeLa [l0B0| sto F1 5 1120 E 1190
6] rec.7 1lesa || 6 ‘% 1 Il 6 o
7| B Frac 2| 4ro4 7 lg 2 7 ;S_ 2
8l f x=1 {f 3| .7 || 8 HE e E
9|le isa I 4| sTofl 9 i% 4 s o4
020] sw.8 5l¢ 1s¢  |logo E 160 HE
1] eex 6| o3 %ﬂ 1 L6 i il 6
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4| recfl || olned || 4 9 |4 1 9
5| rc.7 |l060| A toLB 5 li130 Il s 200
6l hnFzo || 1 ! 6 3 1 i 6 \% 1
7| xav “ 2| - 7 2 L 7 |2 )
8| asaa || 3] 4 8 1 3 8 I ]
o ree FI || 4] x 9 4 ) F 4
030| ree .8 5| + 100 HE {170 5 -
i|lh Fzo || 6|f xa1 1 i e 1 g 6
2| x2y || 7| recf@ || 2 !% 7 2 B T
3| asn 5 gl xav 3 ! 8 % 3 g
Py ol £ x21 4 ff o | 4 i ;
5l st + 0 070 R4 5 1140 i 5 5210
Registros
oI 1 17 N7 7R RGN [ IR
7 Aoy 18 Gy §§9 =7 ?0 a2 E Al G 522 sy i3 da
Al @ 8| aw |6l w7l 8l g el 1] & e
Etiquetas Flags
l: MuwrpLicacion bDE R4, » O SeLezcrortd ‘S'ff’i ffé‘i"
‘ 7,”‘ In. AA" ; A : ALMACENAPUIERNTO bf" = N —
B : binzcciomArimiTo S Ay - o
9,3, 4v5.
Modo angular Notacion
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FACTORIZACTION ¥ DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

1.- Objeto.

Dsda una matriz cuadrada Ax(aij), de orden N< 4, tal gue
aii# 0 para cualquier i, el siguiente programa obtiene su factori-
zacidn ortogonal y calcula su determinante.

De esta forme resulte A = L U, siendo:

U = (uij) le mstriz reducids NxN triangular superior, con
uii# 1 en general y 4= 0 para todo 1> ]. '

L = (lij> la matriz de razones NxN trisngular inferior,
con liix 1 para todo i, ¥y con lijz O para todo i< j. E1l prograna
caleculard los elemén%os i>J vy la matriz se debera completar con
1 en la diagonal principal.

Por otra parte se simplifica notablemente el caleulo del

ré
determinante ya que se cumple: DET = 1T u

=t ii”® .
g1 A es le matriz de un sistema, A x = B, y se extiende
ls teduccidn al miembro de la derecha de forma que B = L C, el -
sistems equivalente U x = C resulta de mas facil solucidn al ser

uijm.O pera 172 j.
2.~ Método.

Se emplea la reduccidn de Gauss, que puede especificarse
en el algoritmo:

Hacer, para k = 1, 2, ccey N-l
m,y = aik/akk s 1‘z k+1, ey N
Hecer, para i = k+l, ...y N
_ 8157 B13 7 PiPiy
Terminado el algoritmo hacer u, .= 8, . ¥ l..
ij ij ij
almacenados tales elementos en luger de la matriz A,

a J =1 ooe,N

= m, , guedando
1J

asi, pues, los elementos empleados como pivotes son los de
la disgonal principsl. A1 no emplearse ningunsga estratégia de pivo=
teo, se hace necesariza la condicidn aii£ 0 para evitar detenciomes
por operacidén ilegal. S1 no se cumpliese, el usuario debers altersar
el orden de columnas y/o filas para lograrlo.

Tras la reduccidn, el determinente es facilmente calewla~—

e e AT mwmAnata Aa los elementos de la diagenal principal.



and
@
N
@
N

3.~ Observaciones.

Por el pocoe espacio de programs disponible no es posible

slmacenar los elementos =, , automaticemente. Ia subrutina A direc-

cione tales elemenbtos a pertir de i, j, y medisnte STO f (i) se al-
macenan. Tampoco se puede utilizer la capacidad del registro I por

los pasos de programa necesarios para su preparacidn.

4 .- Ejemplo.

Sea la matriz 4x4:

, 5 0 2 3
A = 2 4 1 1
1 310 2
o7 % 6

Tras 4; STO O hacemos, siguiendo lag instrucciones:
1; ENTERY} ; A; 53 STO £ (1)

os ENTER' ; 135 A; O3 STO £ (1)

3; ENTER Ay 23 STO £ (1)

Etec.

1)

Arrencendo el programs con B, muestra, tras 1 m 34 s de eje-
cucidn: DET = 1 056,0000. Extrayendo los elementoq con A se obtiene:
5,0000 0,0000 2,0000 3, OOOO

4,0000 0,2000 =0, 2000
U = 39,4500 1,5500
O 5,5873 |
l bt
. _|os4000 1 O
=10,2000 0,7500 1
0,0000 1,7500 0,4921 1 |

Evidentemente los 1 de 1la diagonal principsl no estén alma-—
cenados ya que su lugar lo ocupan los elementos w5 al estar awmbas

metrices superpuestas.
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HP ~-24C PROGRAMA : Ficrorizacion v DETERMINANTE bE TR NXH
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EA TORTZACION Y DETERMINANTYE DE UNA MATRIZ SIMETRICA

1.~ Objeto.

Dade tne matriz simétrica A:(ajj), de orden N< 5, siendo
ev1aentemmn%e ald: 3i y tal que 8. 4% £ 0 pa cualguier i, este pro-
grama obtiene su factorizacidn Qrtogonal y calcula su determinante.

De este forme resulta A = L U, giendo:

U = (uja) 1a metriz reducida NxN trisnguler superior, con
u.,# 1 en general ¥ U o= 0 para todo 1> j. U es 1a matriz calcula-
da por el programé.

(1 ) 1e metriz de razones NxN trienguler inferior, --
con liiz 1 para tod i, y con 113 0 para todo i<j]. Si bien el pro-
grams no calculs esta matriz, es facilmente obtenible ya que, pOT
la simetria de A, se cumplird 1ij: uji/ujj para todo 1> j.
| 11 cdlculo del determinente se efectia fzcilmente ya que
DET = %% T, ..

i1 il !
Pambién es extensible a este caso 1o dicho en el progrema

anterior referente 2 ‘la Simplificacién en le resolucidn de sistemas.

2.~ Método.
Es 1dept¢co al del progrena enterior, pero aqul no se al-
macenan los elementos My Ta economia gque supone la simetris de A

permite aumentar en una unidad el orden maximo posible, llegando —-

asi a 5.

3= ObSGTV&ClQﬂEb.

Es vélido lo dicho en el amteﬁlor, Ts subrutina A se ha --
nodificado sdepténdols a los elementos B340 iz 3. Bn evitacidén de -
errores'y para mayor comodidad, esS indistinto el orden en gue Se in-

gresen 1i,].



1.3.2

4 = Eigmploe

Sea la metriz: 8 =2 3 0 4
-2 10 H -4 2

A = 3 5 6 O =1

0 -4 o =7 1

| 4 2 -1 1 5

Después de 53 STO O, glmecensmos 108 eleméntcs i< j hecien-
: ENTER Y 5 A3 8; STO £ (i)

ENTER{ 5 1; A; 2; CES; STO £ (i)

ENTER ¢ ¢ 15 A; 35 STO £ (1)

ENTERT 5 13 A3 O; STO £ (i)

ENTER 4 s 13 A; 43 STO £ (1)

ENTER { : 103 STO £ (i)

: ENTER § s Ay 53 STO f (1)

Ete.

do:

e

L)

8

~-Q

Ww N oW P W N M
N e

-

Iniciendo con B, tras 3 m 20 s, muestra DET = 5.352,0000,
Recuperando los elementos reducidos, podemos Tormer la matriz:

| 8,0000 -2,0000 3,0000 0,0000  4,0000
9,5000 5,7500 =4,0000  3,0000

U = 1,3947  2,4211 -4,3158
O -12,8868  9,7547
L "'39 9180}

Pare formar la matriz I harismos:
3,; ENTER?; 2; A ' EEEEEEEEE] "‘2’0000

1; ENTERY 3 A o....e cescacses 8,0000
/ -0,2500 (121)'
1; ENTERY 53 35 A seeveveeees  3,0000
l1; ENTER| 3 A cevenven cemes e 8,0000
2
/ 0, 3750 (131)
Etc.
Obtenemos asi: | 1 i
-0, 2500 1 <:>
L = 0, 3750 0, 6053 1
0,0000 =0,4211 1,7358 1




TITLILC: FACTORIZACION ¥ DETELMINANTE DE UNA MATR!Z SIMETRICA 7

instrucciones de uUso
o o o : ~ {ENTRADA HsALIDA
NUM i OBSERVACIONES CUNCION ARG
UME POSERVACIONES patost PUNCION Hpegianae:
| '\ carcarn PROGRAMA , : T
' i
2 | aLmacewan. oeden , (MT5) Iy S7o O *
) |
3 LLMACENAT ELEMEMNTDS DE L& MATRIZ HACIEN - f
bO, Para iz e, N el N (iZ)]) J enree f
(f Lo ELEMEMTOS {5 N0 SOn NECES4R0s POR i A COKT. AT,
SER_SIMETRIEA ). ay sro F (i) '
e e Tttt
4§ Imiciar careveo 8 dET
o
S | onTEMER ELEMENTDS BE LA MATRIZ REbUCILL Ha- 3
. a0, Fara L= I ""/N/'\.;:;'f‘“'f"‘) C’-'{'j) J euree $ %
) ' L A U g
6 | ogTenEr VALOR BEL DETERMINANTE Ret ! DET
3
7 1 Papa UN AUSVO €asSO, IR 4 2. ;
WTL_,“ : » .
Sy FUESE MECEDARIO CalolLdfe L4 MADRIZ bE
dzoNTS |, € ObAA OBTENTR HACIENLO , PARA
Ve N3 e mt (03] J Ewren #
L A 1 = Y
g ewrer f
A Ui;
- l:;
— — i [ DR |
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E
¥

» i A T A ;
p h{:}u Q £ g&j’g% COFAETORIT. Y DETERMINANTE BE UNS FIATR, SIMETE,
N2

N? | FUNCION J} N2 | FUNCION FUNCION éiN FUNCION || N2 | FUNCION i} N* %FUNCION
001 | h LBL A 6| x 1|rees I 6 1 6
21 F x>y W 7| mee 3 2] x>0 || 7 i 2 7 B
31 x=2v 8| ewree f 3| qro & H 8 ! 3 8
al 7 9| gs5 4 4| et 9 K K
5/ - 040| <+ 5| » e 110 5 80|
6| 9 1| pecz || 6 B ' '“‘ 6 1
7 »ay 2| feu d 7 2 i 7 2
8| -~ 3lese s | 8 h 3 it s 3
olh esTx || 4|g =Y I o o4 a 4
010| ¥ 5| sm - (£) 11080 |§ 5 150 5
1| 2 W 6] 1 I 6 1 i 6
2| 7| sro+z2 2 15 7 2 ! 7
3] + |l 8| eeo 3 B 3 | 8
4 3 i ol rec 2 4 !é 9 4 g
5| o+ 050| # x=v 5 {120 5 R
6| srofl 1| a3 6 ﬁ i 6 J§ i
71 &x 2| eix 7 §§ 2 7 ' EL?
8| rec £G) || 3| rec 8 HE HE _Fm_s_» -
ol n eV “ 41 £ xpy g jé 4 I q! _4 _
020/ h tBLB { 5| ez {090 i 5 160 o5 i
1 / 6 / 1 § 6 ) 1 B &
2| sro 3 & 7| sro+3 || 2 P7 HEIN h 7
3| heBLt 8| rcc o . 3 8 3 | 8
4| sro 1. ? 9| e 3 4 ° 4 B
5k stz (060 £ xxy 5 1130 | 5 §§‘200
e8| ¢ 1| aro i 6 1 e 31 S
e e e e e
8| et || 3| smou 8 i 3 8 % 3| |
9| sroz || 4|htes g | 4 9] 4 :
030| htar3 f| 5| erec3 {1100 HE 170 % 5
1] recs | 8| ewment 1 | 6 1 I
2| gsza lj 7| asza || 2 l 7| 2 [ 7
3| rew s jg 8| soxs 3 | 8 3 el
4l s I o 4 js 5 4 -
5| acsma {070 s0-3 1} 5 {140 5 210
Registros
) YT YNGR EYNICINN CYERCTRS SIS | DEZNCN
7| ay G 8] G5 . Ys 19| U 10| F3. U2 | BT a5 as 13| Uy, B3 |
Alds, U h G35, Ung iikﬁ Foiy iji,? Gz, ys 2.8 Ty, Hler %i-g L P iaeres
Etiquetas  Flags
A LirsccromarienTo BE Oy R . B
B : edieves e o
L2 3va. L -
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SOLUCTON DE DOS ECUACTONES SIMULTANEAS CON
COEPICIENTES COMPLEJOS

l.- gbgetoe |
Dado un sistema de dos ccusciones simulténeas con coefi-—-—
clentes cémplejos, v expresado en la formea:
V1X1+ V2X2: W5
V3X1+'V4X2: W
el siguiente programa calcula les raices % Y %o gque serdén, en ge-

neral, complejas.

2."“ Iﬁé’todC’e
Para este propdsito se emplea la regla de Cramer. Toda la
P S N . ‘ 14 :
aritmétics ha de hacerse con complejos. Se prevé que los detos se
jen en coordenadas polares.

Asi, pues, se calcula:

\Ws Vz\ \Vl “’"5‘
We Y, vy Vg v. v

= e = : = 2
X, = _ X = - A=l 1 \

A 2 PN

3.~ Observaciones,

Ya que se ha de emplear reiteradas veces, la subrutina 2
efectla la multiplicacién de complejos en coordenadss polares.

Bl almacenemiento de 1los coeficientes se efectia con la

‘

entrada 0, que termina calculando el determinente del sistema.

4.- Ejemplo.

x.+ 1 x,.= 10

1o %2 Yoas T2 lso
-30 ©

Sea el sistema: 8
3 + 12
Después de ajustar el modo anguler (g DEG) inicismos cargando los
coceficientes: GSB O Ceeesssess 00,0000
303 ENTER} ; 85 R/S.c.cevveen 1,0000
-15; ENTER §{ 5 13 R/Seeescesanse 2,0000

"'30; E}'}-\XTEB% ; 3; R/Soocq&coﬁe& 3,000@



125; ENTER !

L]

4 12; R;/Soyoeteeotteé

603 ENTER Y 5 105 B/S.oeeivcnvecnn
““45; ENTER% ; 2; R/’S-eeoeooeooow
Para calcular las raices, haremos:
A ciiiieees ceenns . 1,2230
X:y 6 o ¢ s 0@ 0 o0 ° _3309 2644
B..GOQGOOQDOQQCGO 092210
Xzy R EEEEEEREE] ”27392121

4 , 0000
5,0000
0,0000

(m@dc
(arg.

(mod.
(arg.

Para conocer el determinante del sistema. heremos:

CL O
RCL 1

¢ & 8 & T e 2O et 6 T @

e % 9 9 Q0 e 6 & @ & v O

98, 8244
154,4051

{(mod.A)
(arg.b)
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SOLUCION bE 2 BCULACIONES SIMULTAMNELS Cow) COGFICIENTES COMPLEJIOS -

instrucciones de uso

EN
NUM OBSERVACIONES TR/I;/?\/;OS FUNCION REQSLQAADOS
Ty @arasr  PROGRAMA .
L | AJUSTAR. FI0BO ARSULAR 4LbECL4ibO.,
3 | vreisr ase O o
U | INGOESAT COBFICIENTES UAZIENDO v, (arg) | EATER
_ v, (mod ) /s /
( EL SISTEMA SE CONSIDERA SXPRESADO : Vo (ang) enrER P
Ve X, + Va X T Wg Vo (mad ) ”/s 2
VaX, + Vy Xz = Wg J vz (aorg) EAvER $
vy Cmed) _/s 3
va (@rg) ENTER §
Ve Cmod) RS &
we (ard) eNTER. #
we (modf) /s -5
We (@) ENTER P
W (med) r/s o
5 | caLevrar L4 14 rarz y.} X, (mod)
XYy % (arg)
G | cdLcordn L4 24 RaZ B Xo. (mocd)
X2y Xz (arg)
7 | Pang REPETIZ NUEVAMENTE LOS C4LenDs | I 4
5 g 6.
8 | PAra covecen eu BETERMINANTE bEL SISTEMA Rern © & Cmod )
' el | A Carg)

PARA WU NUEVS Cag0 , IR A 2.




1.4. 4%

hig B p
E’_&E}g "g% @ PROGRANA : so. & Zrevac s/M0LT cow cosf compesvos,
NE |

FUNCION {| N2 [ FUNCION 1}l N® | FUNCION ﬂ N | FUNCION 35 N2 | FUNCION f N2 | FUNCION

001 |htaLo || 6|g¢ ¢ 1| eceo || 6 K 6

2 & 7| smo-7 2| Rew 3B gg 7 n 2 7

3l - gl rec t || 3lwwe3 || 8 3 8 B

4 o 9 rL & %E 4y Gsp2 h 9 “ 4 g

s| ¢+ loaole =7 || s|sm-2z |i110 HE 180

6| s 1| sovo | 6lers | h 6 1 N

7| sro £z 2| o @ 7| so-3 2 “ 7 2

8| h wat / 3| sro/ & 8| r2ee 3 3 8 | 3

9| rew 2 4 cex || olmez || 4 9 4
010 | h 7 5|n e llogol g =P 5 150 5

1| 4 6lnezeas || 1| rewo 6 1 6

2 - 7| ret. 3 il 2 -~ ‘ 7 p 7

3| 2 i 8| eec.2 || 3] xzvy 8 | 3 “ 8|

4| = I of rec./ 4| recet I 9| ” 4 ﬁ 9

5| »/s 050| rec. 0 5| - ji120 5 li190

6| sofE) 1| asmz2 6| x2y || 1 6 “ 1]

7|e 154 2! s7o 2 7\ b TR i 2 {7 2

8lg R« 3l R4 8|A 3L 2 h 3 8 F 3 -

G| svo FCL) 4| sro3 9| xz2vy Ul 4 I o ! 4
020|¢ /s N 5| pree7 losolg e i 5 il s0 s

1| amo 6| eece || 1| l‘ 6 “ 1 ‘ 6

2| rer 5 7| rec.s || 2| R4 7 2 7

3| rcu b 8| ret. 4 3 + z 8 . 3 8

4| rev ! g| gro = 41 f rt ‘rg_ i 4 9

5| rer.o llo60| h LaL B 5|F-=R” ||130 5 200

6| asn z 1| zee s 6l n em || 1 6 1

7| so 0 2| ree 4 7 2 7 2

8lp re ! 3| reL .S 8 3 8 3

9| so1 || 4| rec.4 9 4 9 4
030| ret7 5| gem2  ||100 5 170 5

1] ret & “ 6| sroz ;g 1 \ 6 u 1 6

2| rec9g || 7| re 2 7 2 7

3| ree8 || 8| sto3 3 8 | 3 8

41 csnz 8| rce. 3 4 g 4 9

5| sto -0 |lo70| eL.2 5 fl140 ‘ 5 210
Registros '
0| & (mod ) H‘l A (arg) IF Ltz 333 Utiliz. 41 v, Cmod) ES Vv, (arg) { 6| Ve COrnod)
7| veCacg) [8] % mad) 19| vs ) g,o v, Cmod) .1 vu @) %i.z w Creed) ’_.—;3 ws Carg)
Al wy Cmed) 1,51 wg (@rg) ﬁ&i 1.7] = -8 /f19\>< ' i
Etiquetas ' - Flags

A: eacoro 18 parz ; B : carcoLo 2% rAIE,

O : LLMECENAMIEATD BE COEF, y CALCOLO DEL DETERMIAANTE. B

.2 73
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2.1.1

8

v

e

A DE PRODUCTOS DE ORDEN N DE M NUMEROS REALES

€N

1.- Objeto.

Dada ls serie de numeros reales X1y Xpo oo o Xpys el siguien~
te programs obtlene la suma de productos de orden N, es decir, la
suma de los posibles pvoductos gue se pueden Tormar tomando N fac-—

tores de entre los M némeros. - |

Por necesidades de olmacenamiento, se ha de cunplir que --

N+M<Z1l6, y por le filosofia del programa, NZ M.

2,~ Método.
Tos posibles productos de N factores tomados de la serie
de M ntmeros se formen mediante las combinaciones, sin repeticidn,

(de ahi que Nz M), de tales ndmeros de orden N. Es decir:

1z I

L
= > p,, con 1.::(Bﬁ\ Y po= X, X. X, ees X
U 5 k° N i k i, Ti.7d °* 7y

COI’ll lg«eooqh’g; i-‘-’»"l,..s’M; e e e ; iN"‘: 1,0:@9]\;{;

3.— Observaciocnes.

Bl progrema sigue el método expuesto, por lo que los indi-
ces ik se generan en el proceso de cdlculo. Ya que se requiere su ——
almacenamiento, y teniendo disponibles sbélo 16 registros, se esta-
blece la condicidén N+ M<16.

En el caso frecuente en que N =M la condicidn se traduce
en M={8. Este es el csso en que 8¢ deses formar un polinomio cono-

cidas sus raices.

4.~ Bjemplo.
1) Sean X = Xy= X = 1, es decir, M = 4. lLes gcunulacioc—

¥
s 43 ST0.9 y 13;S8TO 1 sTO 23 STO 33 STO 4,
obtenemos: 13 A wevneesoecaneses 4,0000 ,(18 s)

2; A.oaavo"ce&nea-a G’QOOO {,4‘4 S)

nes de productos de ozd en 2 3 y 4 nos darian los numeros combi-

3
1
natorios (i), (2), g),f (i

Efectxvgmb nte, tra



33 A viivacocossaseese 4,0000 (47 )
4;A 00&?50.09'&.”'!.6 ]-’OOOO (22 S)

2) Queremos formsr shora un polinomio cuyas raices sean
Xy = 2, X = -3, Xy 1, X, 5y Xg= -4, siendo por ello de 52 grado.

Se deberd cumplir p(x)= (X*Xl)(X~X2)°°,(X-X5) y de este -
producto se deduce que los coeficientes del polinomio son precisa~
mente las scunmulsciones S de los productos de los valores uXi; Se
puede establecer, en general, que a;= SN«i siendo N el orden del
polinomio.

Asi, pues, tras 5; ST0.9 y -~2; STO 1; 33 STO 2; ~1; STO 33
-53 STO 4; vy 43 STO 5 obtenemos los coeficientes:

S_ , 1ueg0 55 A ceiereverncnens =120,0000 (27 s)

-

az S; , 1uego 43 A tevecesesonceas 134,0000 (1 m 15 s)
B,= 83 , 1uego 33 A ciieienne ceoecn 13,0000 {1 m 40 s)
84 82 , 1ueZ0 25 A secrececcecsas. =27,0000 (1m 9 s)
8,= S1 s luego 15 A ceecececsossses  =1,0000 (21 s)

E1 "ltimo coeficiente ha de ser a5x 1, segun se desprende de la for-

ma multiplicativa, Quedes asi:

p(x)= =120+ 134 x +13 XZ— 27 X3 - x4+ X5¢
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instrucciones de uso
ENTRADA - SALIDA
B E N
NUM OBSERVACIONES patos| FUNCION fecciitanos
/| cancan Feogeama. ‘
ALMACENANL JoufMEND M GLEMENTOS ~ 0. 9
3 ALMACSAIBN, ELEMENTOS 4ciEnno , Pand
Kz /), ..., M X STO [k
14 (WEAESAL ORdEN € (MiciAl (NZM 3 N&M T !é) N A Sema
5 Paita OTRG ondean . i A i,
& Pars OTRO  C450 , 1h & 2,




Ef “‘;ﬁwgg’% @ pROGQQM& © Swuma bE PRODuUCTDS d& ORssN AN
N | FUNCION || N® | FUNCION || N2 FUNCION | N2 | FUNCION {I N® | FUNCION
oct L LBLA 6| ren £C) 1 & ﬁ 1 6
2| sm.8 7| £ x=1 || 2 7 E 7
3l 7 8| rewfid) img g 3 8
4| sr0.7 ol x=y Il 4 ng o4 9
5| gsao [|040|f x=I || 5 1110 5 180 -
6| cux 1ot || 6 %; 1 | 6 1
7| svo feo) i 2| x F 7 3 o7 2
8| s o 3| o »sE 8 ii 3 8 3
olh LaLt }F 4| aroz g g ﬂ 4 9 4 I
10| 1{ 5| sro+0 goso “ 5 150 5
1| 670 + (<) 6| hiaty i i 6 1 6
21 peL fCi) é 7| rReL. 9 ﬂ 2 E 7 2 P 7
3| ree.7 | 8| peL.7 3 8 I 3 h 8
4| rct .8 9 + 4 ﬁ g 4 2 ~
T 5|fxcy ||050| reL.8 5| 120 5 1190
6| a2z | 1| - 6 1 I 6 ﬂ 1
7| e i 2| nce.7 7 P2 7 o2
8 ! 3| asmo 8 F 3 8 ﬂ 3
9| + I 4| £ xey g | 4 | o %E 4
70| s70.7 5| amoi 0sC 5 160 S
1| asmo || 6| re.7 1 i 6 1 ! 6
~2fo RY 7| ¢ 4‘ 2 7 2 W\ 7 i
3| srofCi) | 8] - I3 8 §g 3 i
: 4| aror I gl s10.7 il 4 s g J 4 i 9
5lh L2 H0B0| @ x70 5 130 3; 5 fi200 B
6| ree.g | 1] aoa 6 o G u 1
7|+ It 2] reLo 7 P2 }i 7 2
| 8| rcc.9 || 3| nrA e ii 3 8 !} 3
o| gex || 4|nisto |l o9 i 4 9 i 4
030 3 || 5| rer.g |l100 ,; 5 ‘170 5
1] = h s] + 1 L6 1 6
2]  + I 7] srofl ]L_g i 7 | 2 l 7
3| srofr gl ewx i 3 | 8 §§ 3 &
al 9| rec fC) || 4 Z 9 4 S
5|n teL3 jlo7o| h rra 5 f1a0 i 5 210
Registros
0| Suma ﬁ 1 X, 3!2 Xz §r3 Xa “_ji 4 hd g 5 Xs l 6| ¥ ]
7] x;, i8] xs { al 1, §§.o O DI 12 R 5 B
A I ﬁ.ﬁ I, i 8 Ja 11.7 R .8 N i.g Mo i
Etiquetas Flags
A Csreurg Ld SUMAE. . )
o diesceionaricnto v L B BN o -
4,2,.3 v 4. o B . e
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ATGORITHMO DE HORNER

1.~ Objeto.

Dado el polinomio ¥ = ao+ al
el siguiente programa proporciona:

1) Divisidén del polinomio entre el binomio x - z (Sb. A).

2) Obtencidn de y = f(z) (Sbh. A).

3) Cembio de ejes x = x'+2z, resultando un polinomio en x°
de grado n (Sk. B).

4) Obtencidén de los coeficientes de Taylor para X = 2 =—-
(Sb. B).

5) Eliminacidn del término x™ 1 mediente la traslacién -—-

*

X = X*-anml/ng cuendo & = 1 (Sb. B).

2.~ Método.

Se emplea el conocidc algoritmo de Horner, que en su forms
general se puede especificar:

Tomar J = 0y 1; esey Do
Hacer, para i = (n-1), {(n=2)y ceey J
a_i = ai% Z ai 1

Tal como estd especificado, los coeficientes modificados
quedan en el mismo lugar que los iniciales. En realidad, tras 1a.—-
primera pasada, correspondiente a J = O, el grado del polinomio que=
da reducido en una unidad, por lo gque los coeficientes deberian ——-
trasladarse un registro. En la versidn utilizade para nuestro propbd-
sito se hace asi{. En realidad se empléa i = j, j-1, §-2, ..., O, ¥
j=n=l, n=2, ...y Qs Después de cada J se efectia una rotacidn de
los coeficientes de forma que 8 1% 8y 8 0% B 13 etec.; ¥y el res-
to, correspondiente al nuevo valor de aO, se almacena en an.

Para los objetivos 1) y 2) sb6lo es necesaria una primers -

pasada del algoritmo, correspondiente a J = n en nuestra versidn.

3,~ Observaciones,

En el caso de un sdlo ciclo se emplea la entrsda A. Para

el resto de utilizecionss, en que se requiere el algoritmo comple-



.
2.2.2

to, se emplea la entrads B. la subrutina IBL 4 es la que efectua la
multiplicacién encejada de los coeficientes subindicados desde el —-
valor sctual de j hasts 0. La subrutina termina (ILBL 5) con la rota-

cidn de coeficilentes.

4 .- Ejemplos.
Sea el polinomio
p(x) = 60 - 32 x - 71 x° L 40 x3 + 10 x4 - 8 x5 + x°,
1) Se pretende dividirlo por el binomio x ~ 4; es decir,

7 = 4, Después de 63 STO.C y de almacenar los coeficientes con -~
603 STO O3 323 CHS; STO 1; 71; CHS; STO 23 40; ST0 33 Etc. haremos:
b3 A eeveeoeaseaces =180 (12 s)
valor correspondiente al resto de la divisidn. Recuperando los nue-

vos coeficientes tendremos:

RCLO 6 e b 08 & 6 & o8 “‘60,0000
RCL 1 veeecesneecs =1,0000

¢ ¢ & e« & ¢ L) e & ©

RCL 6 ceveaoecenes =—=180,0000
pudiendose formar:
p(x)/(x=4) = =60 = T x + 16 x2 - 6 x3 - 4 x4 4 x5 - 180/(x=4).

2) Te sustitucidn x = 4 la hubiésemos resuelto de 1la misna
forma. Cargado nuevamente, 45 A, nos daria -180, resto gque equivale

a p(4).

3) Queremos hacer shora la traslacidén de ejes x = X'+ 3, es
decir, z = 3. Almacenamos nuevamente los coeficientes y hacemos —~—--
3; B, Tras 1 m 1 s nos muestra el orden 6. Recuperados 1lcs nuevos —-—
coeficientes obtenemos:

p(x') = - 80 x - 116 2 - 20 x3 + 25 x4 + 10 x° + xb.

4) Si quisiéramos conocer 1los coeficientes de Taylor para -
x = 3, hariemos igual que antes, e decir 3; B, y tales coeficientes

serisn los obtenidos entes. Luego si

» Y \\(
p{x+2z) = p(2) p{iﬁ)x +-Et§fgl XE ¥ a6 =
- 2
= b, + bl X + b2 EE4  ese
6] desarrollo de p(x + 3) es el mismo que el obtenido antes para

p(x*).
5) Pretendemos ahora eliminar el término en %2, Puesto que

P

8ec = 1. hemos de ha




LY . 4
X =X % 8 n s %
) e 1/ 4
En nuestro casoc

Almacensdos los

nooe
&g & gj

— /. e 7

= X - 8 n vegn 7 = -8 . /1N.
n-1/" T T nm-L/

serie z = 8/6 = 1,333333333,

coeficientes del polinomio herismos:

£ BPIX 9; 8 ENTER § 63 /3 B evvececeecs 6,000000000

Recuperando los nuevos coeficientes obtenemos:

RCL O ecvwen
RCL 1 covcnn
RCL 2 ceeees
RCL 3 vonn.n.
RCL 4 ..c.es
RCL D coeesn
RCL 6 covecs

TLos errores de redondeo,

cido b. algo menor gue O.

5

b
e & & & ¢ € “14‘73?098769 (b

ee.. =10,56241426  (Db.)
)
ceves  D3,44444445 (b%)
ee..  =1,481481460  (b%)
\.... =-16,66666667 (b7
cocee -0, 000000002 (bl

)
ceren 1,000000000 (bZ)

al no ser z una fraccidn exacta, ha produ-



TITULO:

HORNER

dLcorirme DF

Instrucciones de uso

ENTRAD
NUM OBSERVACIONES DA?OS FUNCION Rilgﬁ[‘?ﬁDOs

{ | Cancan. PROGRAMS .
2 | A CENAR Grado DAL PoLworno (MEIG) M Sro . 9
3 | AmACENSR COBEF/CIENTES Laciorno, Pafa k=

O, .-, M =" STo [h:;(
4 INGRES 4R, TERMINO bE SUSTITUSION 3
5 Fana on Sm.o‘acw . RAcER 4 RESTD
A PARA LLORITMO COMPLETO, MACER I3
7 RECUPERAR. NUEVOS COGRICIENTES HAIGNDHO

Pang k= 0, 1,.eu, N ret. [ k] by

Fanra Us NUEVO Casg, IR A 2,




1 [P-34C

2.2,8

'y PROGRAMA : Accorirmo »e Horner

FI* | FUNCION |f N* | FUNCION I N2 |FUNCION | N* | FUNCION | N | Funcion §] N2 | Funcion
GOt |k 1oL 4 Il 6|g psE 1 6 1 6

2| sr0.7 70 groz 2 7 2 7

3| Rer .9 8lh xazei) | 3 8 }F 3 8l

4| sto.8 || 9| ror .9 4 I 4| 9

5| 470 4 [040|f xz7 5 ’110 N s 180 “
 6lnioLs 1o R4 6 {1 6| BRI

7| s10.7 20 xzc) | 7 %’ 2 W7 2

8| reL .9 3lace Fc) |l 8 3 8 HE
8| sr0.8 41h RTN 9 4 9 4
010 |n LBL 3 5\ h ety o0 | 5 150 s o
1] 4584 6|sroef() ) 1 | & 1 6

2| rew.8 7| Gro ¢ 2 l 7 2 7

3 ta 8lhinLz 3 8 3 8
a4l - olhxa(s) || 4 ) {2 9 "
5| s70.8 lloso| g7e 2 5 120 5 I

6lo x#o 1 6 |1 6 R
7| 4703 2 7 ' 2 7 2
8| asps 3 8 l 3 8 4 3 T
9] =eel9 4 9 o4 BE I 4 B
020|h RYH 5 090 5 160 E
_i|heea s K 6 R G )
2| pas || 7 I 7] B 7
“alafr | e I = e I —
| 4|nieLf 9 | 4 E ’% 4 9
5| Rew £(i] 060 5 ll130 5 00

6| rRet.7 g 1 6 1 6 BT
7 x 2 7 u 2 7 2 ]

8|e dsE 3 8 HE | s 3

8| arar | 4 9 | 4 9 4
030 |s7o+0 5 100 | s 170 5

1| htoes e 1 1 s 1 6

2| pct.9 7 2 7 2 7

3l srof1 || s 3 8 HEN 8

4| Rrer f () 9 4 L9 4 9
" 5\h L7 070 5 a0 u 5 ol
Registros _ v
o Fa .} 1 a, 22 <y 53 R F fi = !‘_5 s E_G = o
7| a  |I8] as 9| a, o] a. 1] ere -2 3
4 ls [.6 KE 8l 7 i.g N l T
Etiquetas _ Flags

A : EFectus un SoL0 crcLo bEL ALGoRiTMOD, B e )

B: Evecucion compLETA, R . o

4,2,3.4 v 5, _ e e \

Modo angular

Notacion
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ATGORITMO DE HORNER DE DOBLE FITA

l.~ Objeto.

Dado el polinomio p(x) = ajt 8y X + a, X2 4 ...+ 8, x0
con n<15, vy el trinomio Q = x2 -~ 8 x - p, el siguiente programa —-
calcula:

1) Ta divisidn p(x)/Q, obteniendo el polinomio cociente en-
tero g(x), de grado n - 2, y el binomio resto Ay + B, x, tal que
p(x) = Q &(x) + Ay + By x. (Sb. A).

2) Obtiene el valor p(xpo) para X, complejo. Siendo w=m—=w-
Xo = u 2 1 v, y obteniendo s = 2u ;3 p = ~(u? + v2), el valor buscado
sera p(xgy) = Ag + Bg X5. (Sb. B).

3) Para x. resl, bastaria encontrar s y p que verifiquen --

)
xg = 8 X, + P. Aplicando el algoritmo se tendré:
p(Xy) = Ay + By Xq (Sh. B)

4) Dividiendo sucesivamente p(x) entre Q se obtendrd la —-
descomposicidn
p(x) = (Ao + Box) + (A1 = Byx)Q +(Ap + Bx)Q%+ ...
en la que los binomios A + B4ix son los sucesivos restos. (Sb. B).
5) Considerando Agy= A(s,p); Bo= B(s;p); es decir, como fun-
ciones de s, p, se pueden deducir las distintas derivadas de A y B

como sigue:

Denominando »Apz 37 Ag= 33 3 szz -a——i;- 3 Bg= 35
2 z
2 __'b_:.A . _ BA .
App:'%i% ’ APS“EPDS’ Agg= S5n 1 Fte.
resulta: Apz Aq 3 Bps By 5 Ag= pBq 3 BS§ sBp + Ap

App/2 = Ap Bpp/2 = Bp

Aps/2 = pBy + By/2 Bpg/2 = 8B, + A, = C,
ASS/Q = PGE BSS/2 = S(;Q + p82+ Bl

Ete. (Sb. B).

2.~ Método.
Disponiendo la divisién como un esquema de Hornmer de doble

fila, se deduce facilmente:
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a & & ~ & € 0 v s e 24 a 8 e
n n-1 n-2 n-3 73 =2 1 “o
% * A Y Y
b hin - a ° » p%r- a8 a 9,
B P n D n-1 ¢ o < 5 P 4_ P 3 P o
_ S % Y A Y
51 hanst sa Sa sa ¢ € e & sa sa ga -
n-1  n-2 : 4 3 2
a a’ a’ a’ ceees 8L B al =
n n-1 n-2 n-3 3 2 1 o
Desde aé a a, serdn los coeficientes del polinomio cociente
de grado n-2., Los términos de cierre aiz By ¥ 8y= Ag son los del bi-

nomio de resto.
Se puede establecer, pues, el siguiente algoritmo:
Tomar anx a_ 3 a

n n+1l “ne2 "7 0
Pora i = (n-1),; (n~2), ..., 1, hacer

8.= 8., 4+ a, S + a,
L, i i a1 %7 800

Tonar & = & _ + a. + A=8 3 B=a2g
0 oF P By 5 AT B, 5 5, 1

Aplicado reiteradas veces, disminuyendo cada vez el grado

a

[

n dos unidades y rotando los coeficientes, obtendremos los restos

L1, B A, B

o o 71 T1° _
Los valores Ai’ Bi quedersn aslmscensdos en lugar de 1os'ai y situa-~

3os correctamente por la traslacidn a la que se les somete.

etc. hasta obtener el Ultimo cociente de grado < 2.

3.~ Observaciones.

T1a rotecidn de coeficientes ha de hacerse en dos drdenes,
por disminuir el grado en dos unidades. Esto lo realiza LBL 7, que
emplea por dos veces la subrutina 5. Cuando el grado es par, el Gl~
timo resto carece del término en X, y s6lo es necesario rotar una ~—

vez; de squi las dos pruebas en los pasos 019 y 021.

4,- Eggmglos.
1) Sea el polinomio p(x)= 28 + 5x +-3X2-% X3-% x4. Deseamos
dividirlo entre Q= 4 - 2% + X2;

Hacemos: 4s; ST0.9; 28; STO 03 53 STO 13 33 STO 23 1; STO 33
STO 4.

2; STO.7; 43 CHS; ST0.8
AQ'Q.OO!IS... 4’0000

Recuperando los coeficientes, obtenemos:

}RCLO ® 6 6 6 ® ¢ 068 8 F O3 SQOOOO (bQ)
RCL:L R R RN 3;0000 (.b'l)
RCL 2 @€ et e 9 G 8 AW T OEC JA.,OOOC" (bz)



R{:}L_s ¢ ¢ 8 v kT &8 L EC S 8?0{300 [\
ECL 4 cevecesescos 33,0000 (B

2or lo gue podremos formar:
p(x)/Q =5 + 3x + x2 + (8 + 3x)/Q.

2) Dado el mismo polinomio anterior, queremos conocer su

ER

valor para Xg= 1 + 1Yy

-3 9 |
Formamos 8 = 2u = 25 p = —-(u® + v2) = 4, Son, pues, los

Al

mismos velores que en 1), por lo que repetirismos los mismos pasos
anteriores para obtener Ao= 8 y By= 3. Asi, seria:

p(xg)= Ag + Boxy = 8 + 3(1 + 1f3)= 11 + i3(3 .

3) Sea ghora el polinomio
p(x)= 28 + 21x - 13%2 + 13x%3 = 3x4 + x5
7 deseesmos descomponerlo en funcidn de Q= 4 - 2% + %2 medisnte suce-
sivas divisiones, Haremos:

5; ST0.9.

28; STO O; 215 STO 1; 135 CHS; ST0 23 13: STO 3
3; CHS; STO 43 1; STO 53 2; STO.7; 4; CHS; STO.8
Bootcvu.ouoocqlol 590000 (N) (El’l 4—3 S)

RCL O vevececeaens 8,0000 (ﬁ )

RCL 1 veveeeocenes  3,0000 (B )

BCIJQ csecesccooss 1;0000 (kl)

ROL 3 R R EE R 5900(.)0 (Bl)

PL(.)I}AV e e ® 0% 00 9 e & 2 9 E;OOOO (Fn)

RCL S5 covvvveeeees 11,0000 (Bg)

Resultando, ssi:

p(x)=8 + 3x + Q(1 + 5x) + Q2(1 = X).
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MU0 ssoriTino v worNER be 20BLE FiLa.

s 1 B e (T SR T S0 53 S e 0, b e 2ot e s

ENTRADA | Posaling t
it in = PRSIl i EraY o e - v ] . FN g e . 3 LA O I NN P
NUM OBSERVACIONES Sarees PUNON s : ?
Jiv ‘ bl i} 'M ,vL«x\t: v N 4 »LJ,/-\JUZ;!;L“’ SRS ﬁ,\ksufz-/,{ ,,.
I '} esnaan ProgrAMA . 3
2 | ALMACENAR GRADO DEL POLINOMIO (NS5 N sTro . 9
3 ALMACENAR COGEICIERNTES HAEnWdO , PanA -
}{*:0, ~..,./U [ S7T0 ["’\']
§ - Py
H | AHACEAR cOBFICIENTES BEL FacTon cuassd .
TIco e e e 3 $7v0.7
P sTp. 8
S | PArA UN SOLO clewd Macen ‘ ,; A i N
. i 3 -
G | PARA mcoRtTmo  comMALETY , Nacen . 3 ~
7 | rREwrERAR NUEVOS cOSFICIENTES Hacigns o
Tl | S1 SE BrEcTUs UM SOLO ercLo C“A: vaa DV - »
SIONY, WaeER , Rard K=o, ..., N-2 rReu L] | by
ORTENER L DINOMIO RESTO MHACIENDD rew [M~1]" Ao
Rer [n] Bo
7.2 | SI S€ EFECTVO EL ALAORITMO coMPLETD , OBTE -
MER- LOS RESTOS SUCESIVOS HACIENDO , Poa
K=0,2,4,..., N ’ 7 rev [k] L ks
(S1 N g5 rar ST carsesna dEL Olrimo Busy rey [k+i1] 3 p/e
0 Lo QuE Fs 1GuaL , SERy MULO)
8 | Pans UN NUEVO cdsp, IR 4 2,

R T
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2e4.1

RECTPROCO DE UN DESARROLIO POLINOMICO

Dado un desarrollo polindmico de la forma

= 2
P=1%8.X +8,X%+ <o

el siguiente programa obtiene los coeficientes, hasta los 19 prime-
ros, del desarrollo reciproco del anterior:
R=1+#Db.x +Db,x% ...

1 2
de foyma que P°*R-= 1, es decir, R = p-i,

2.~ Método.
Por definicidn se deberd cumplir P R = 1y, por consiguien-

te

(1 + 8.% * aoxg ¥ eoe)(1 * box * b2X2 +oeee) = 1

1
lo que supone que, para n = 1, 2, <.

4 =

| bn + albnml ‘ azbnwz + eee ¥ an 0

obteniéndose la2 férmula recurrente
bp= = 8Py = Bplpp T v

Ia expresién snterior puede sintetizarse en la siguiente:

L~

anbo , con b= 1 ¥y n = 1,2, ees

b=~ a, - iziajb

. i=1, 2 n
b b § eeceyg
i i T

i3

siendo n squi el nlmero de coeficientes bi deseados.

3.~ Observaciones.

Hey dispbnibles 19 registros para almacenaniento de ai y
bi‘ Cuando a, es funcidn de i, como ocurre en muchos casos pricti-
cos, y es posible, pues, programar 8,= £(i), los 19 registros que-
dan disponibles para bi por lo que N<19, siendo N el nimero de —-=—
coeficientes bi deseados.

Cusndo &4 deben ser explicitados y, por consiguiente, alma-
cenados, los 19 disponibles hen de ser repartidos entre a, y'bi.'Asi,
deberd cumplirse Ny + N<19, siendo Ng el grado de P y N,como antes.

E1 progrsma presentado considera ests dltime circunstancisa
y por ello la subrutina A extrae de la memoria los valores a;, de-
biéndose ingresar Ng como constante en el paso 049 (y 050 si tuvie-

Y 3
se dos dlgLvO8



2.4,2

En otro caso, cuando 8= £(1i), en lugar de loc enlistado --

desde 049 al final, se programara esta funcidn, siempre bajo LBL A,

4.~ Ejemplos.

P

1) Se desea cslcular los 8 primeros términos de la expan-—

. &

sidn: X 2

“"meﬂl*‘b}: .%,.b‘}:_*' . e
log (1-%) 1 e °

1o serie buscads es la reciproca de

‘T “'%\-' . : L3
P = - lgﬁméimzl = 1+ x/2 + x2/3 + eee +-aix1 S

Los coeficienves = vienen d=dos, pues, DPOT
8= /(i + 1) i =1, 25 <o

No usaremos la subrutina A enlistada, gino esta otra:

048 IBL A
049 1
050 +
051 h 1/x

052 h RTN

Bastard ahora hacer:

B B eiececsosrnens 8,0000 (1 m 38 s)
f FIX 9

RET L cveveeoenceea =0,500000000 (b,)
ROL 2 veveeneeeaeess =0,083333333 (b2>
BOT 3 vvvveveeeaees =0,041666667 (bB)
ROL 4 veseencesesss =0,026388889 (b4}
RCL 5 veeveconseess =0,018750000 (bé)
ROT 6 vveveeveesnses =0,014269180 (v7)
ROL 7 veveoenceeass =0,0113673%4 (b%)
ROT 8 veveceseoeess =0,009356537 (b8>

?2) Deseamos ahefa obtener el desarrollo dél reciproco de
P=1+x + 3x2 - 5%3
Hemos de emplear aqui la subrutina A presentada, ingresando 3 en el
paso 049, por ser el grado de P. Paras calcular los 8 primeros tér-—

minos, haremos: 5; CHS; ST0.9; 3; ST0.8; 13 STO.7

B B eeveencnn ceacs 8,0000 (2 m 6 8)
ROT L veveeoeconnnns -1,0000 (by)
ROT 2 ooevnesoneenss =2,0000 )
BOL 3 oeevnnencs .v.. 10,0000 (b3)
ROL 4 ccceoscvecosacns ~9,0000 (b;)
RCT 5 sevenes Cveee. =31,0000 (bg}
BOL 6 veveeneneenncs 108, 0000 (07)
RCL 7 .c.a........;. «G0,0000 (b7)
BOT 8 voveveeoasssea=tl8,0000 (bg)

' Nota: I base tedrica del método y el primer ejemplo estén tomados

-

de "Computational Analysis with the HP-25 Pocket Calculator®.- P.

e o iy
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O

ITULOG: recirroco b8 UM dEsanLOLLO POLINDMICO,

instruccicnes de uso

NUM

OBSERVACIONES

ENTRADA
DATOS

FUNCION

SALIDA
RESULTADOS

CANGAR  PROGAAME HASTA EL PASO DLE .

Sf SE H4 BE EXPLICITAR &, , CARGAR LOS Fd-

SO§ RESTYNTES , DESDE DL 4L FiNAL , INGRE ~

Sarpo POR Mo &0 oased der POLINGFIO .

2 bis

Sl cin ES (MALICITD ¥ SALCUCARLE G2 FUNTION

3E Kk, ~D UTiuizase DESdE OUF & sostdan-

TE, PUOGRAMANDO EN SU LUGAR L4 ORTENSION

BE e SURATANENDD A k & EL RECrsmo X

7 YSVOLVIENDO G TREBIEW &N x, 12 4 4.

EM &L £ASO ME g EXPLICITOS | ALM4CENAR ES-

TS pHACIEWVD O

Sro .

[
9

Sro .

\4

S70 .

~

Lt

INZNESAR. POMERD DE TERMmDS dEL REZI -

Broco beseapos [N+ Nao < 14 ) & miciarz

3

RECUPENRAL.  TERMINDGS br ddciEwpy  PARS

k= d, ..., M

RoL

fana €m0 cdse 18 A 2,

e < bR 0 AP




T b4

CAlLeuLy O BIRGELIONAMIGNTD 28 @

[, 2,3y 4

B careveo BE by

-4 O PROGRANA : rscinoce 56 ow dssarroLio PoLmsomice.
Nt | FUNCION §f N | FUNCION i} N2 |FUNCION | N* | FUNCION §{ N2 | FUNCION | N2 | FUNCION
001 |4 AL B 6| et £ 1 1 6 !! 1 6
2| esx  § 7| 1 2 7 2 7
3| 3 8| - 3 8 3 8
4l = 9 kT 4 oo | 4 Q
5| f 040| £ 7MW 5 110 I s 180
6| 1hetaes 6 Ez 1 6 1 B
7| 570 £ 2| xa1 7 2 7 2
Bk oL ¢ Slece f( 1} 8 HE 8 3
9l rer £1 4] wzy 9 s{ 4 9 4 ]
010 | » /w7 5|fxxI 080 G 150 il s
1| aspa Y A G 1 6
2| cus 7|5 e 2 b7 2 W7
3| 8lh Lata 3 tg 8 3 e B
4| smwo ol fMay 4 i o 4 l 9 '
5| htarz |os0| x2y 5 120 5 190|
6|6 R 1| fx>7 6 1 6 1
7| meto Wl 2] 4v04 7 F 2 7 i 2
8| asna 3 - 8 B 8 3
9| reLo al 7 g o4 i o i“ 41
020| rotfL J 5| 9 ogo ﬁ 5 160 d 5
tawr || 8] - 1 I 6 o i 3
21 F x=vy 7| 40 3 ;__2 ; 7 2 ‘i 7 o
3| ato s 1 8|4 wsLy 3 h 8 BE | 8 )
4| - 8| «x 4 e *’F 4 §}*_g
5| esa3 Joso| e |l 130 5 h2o0]
6| x ; 1|6 TN 6 o1 6 ! 1
7| ~ 2 7 u 2 7 2 S
8| ¢ |l s 8 | 3 8 t 3
g|sroro 4 g 4 i 9 s
030 a0z || 5 100 5 170 u 5
1heaet || 6 K i 6 1 6 e
2| £ rt 7 2 o7 l 2 7
3| s fcE) |l 8 i a } 8 3 i s
4lg 1s¢ || o 4 K u 4 } 9
5| aro( 1070 5 140 i 5 210
Registros
ol 7 Y[ & Y2l s, Ws[ & Jaf ere. Wsl — Hel
7\ { 8 B i{“ It -2 )
4 fI.5 i.s ete. L7 Gaz  0B| @, Hol an  H| 7
Etiguetsas Flags
A

Modo angular

MNotacion




POTENCTACTION DE UN DESARROLLC POLINOMIC

l.- Objeto.
Dado un desarrollo polindmico de la forma

P = 1¢%* ajx 2 ¥2 4 6o s

el siguiente progrsma obtlﬁnp los coeficientes del desarrollo

. % 2
R =P = 1 + blx + b2X ¥ ece

resultente de elevar P a la potencia «, siendo « real.

2 ™ F‘-qé.t OdO )

© . “ 03
Derivendo en la igualdsd R = P se obtiene:s
-1

R'= «P. P, vy por consiguiente P R'- =R P'= O,
Teniendo en cuenta que:

A . 4= P=3 2 3 j."‘l
P al 2a2x + 3d3X + ... + 1aix‘ o oeee
R'= b, + 2b,x + 3b3X2-b cee * :’Uojc:’““:‘L
y sustituyendo en la igusldad snterior:

(L+a X + 8, %24 .9.)(b1+ 2B,.X +c..)=*(1+D

+ LRI 1

x-+..°)(al+ 2a2x oo )=0

1 2 2 1
de la que se deduce:
bl ”tﬂalx o > b1= :&al
albl-%- 2b2 - o albl * 28, )=0 > m(a -1) 4 2«a /2
Ete,

Se puede, pues, llegar a la siguiente foérmula de recurren-=
. 1 - )
cias . s .
b.= dag, + = ZE a, .b, [x(1~3) - 31
i 1 i o7 14 d -
que permite calcular todos los bi.

3.~ Ol?servacionesa

Igual que en el programa anterior, la subrutina A que se
enlista prevé el caso eh que los 8y deban ser almscenados. En el pa-
so 054 se ingresard el grado de P teniendo en cuents que, al tener
que ocupar un $010 pP2sSO, debers ser N<9, siendo N dicho grado. Ade-
més, al naber disponibles 17 registros, tambidn deberd ser N+ M iéjﬁ,
siendo M el numerc de términos de R deseados.

Si 8= (i), se podrad progremer bajo IBL A, no utilizéndo-
se lo enlistado y quedendo disponibles los 17 registros para bié es

Qdecir, M%17. Pero se deberd conservar el contenido de Y.



40" Eg

11lo de

con lo

por lo

titud.

e inic

hecupse

RCL
RCL
RCL
RCL
RCL
RCL
RCL
RCL
RCL
RCL.O

O =1 U W o

0o

e el

emplos.,

1) Deseamos cealculer los 10 primeros términog del desairro-
R = P2, siendo
P = e¥= 1+ x/11 + x2/21 * x3/32 F oeee
que a.= 1/1it. '
* o
Sobemos que R=P2=e?¥=1l+ 2x/1! + 4x2/21 + 8x3/3! +

® ¢ @

que bi: Ei/i! , 1o que nos servira para comprobar la exac-—
Programemos,; pues 053 h LBL A

054 h x!

055 'h 1/x

056 h RTN
1emos con 103 B eeeeceeces 0,0003 (2 m 55 s).
rando los b, formamos uns tabla comperativa con 10 digitoss

Valer calculado Valor exacto

Weveseeses 2,000000000 E O 2,000000000 & O
teeerecsee 2,000000000 E O 2,000000000 E ©
teeeeeesee 1,333333333 80 1,333333333 8 0
i eeoc. 6,6666666608 E~1 6,666666667 E~1
Ceiieeseee 2,60666660667 E-1 2,666666667 E-1
Weieee.... 8,888888883 E-2 8,888888889 E~2
e ® s e &6 ¢ D €0 29539682547 E“Z 2 53 682540 E“Z
€ 6 ¢ R 0 T & € & & 6? 3[4'9206304( EuB ,,AggO(l_erg E"'?}
@ 6 ¢t » %00 808 1, 4’10934‘761 E"‘g 1,410934’74-1 E"’B
eecoes o o 2, 8218694‘39 E""i 25 8218694‘89 E""ff'

2) Sea P = 1 + 2x - 3x2 + 4x3, deseando obtener R = P2,

Aguil empleamos l= subrutina A enlistada, con 3 ingresado en 054.

Hacemo

Y para

errore

ggtaﬁ

s, pues: 43 STC.7; 3; CHS; STO.63 23 ST0.5; 23 S5T0.9.
10 términos: 105 B eeveenn ... 4,8667 E=8 (3 m 22 s)

RCL 1l cecoccccscasse 4,0000 (D )
RCLz s eseee o060 b 0@ '“2,@000 (b)
RCL 3 6 ¢ ¢ &6 69 8 ¢ e v e 00 “‘"4'510000 (b3)
BOL 4 eeeevenn s 25,0000 <b4)
RCL5 PEPIE I IR B I R R A 4 "'2490000 (b

RCIJ 6 2 @05 ¢ 5 8 &t 28 3 16900()0 (b )
RGL f‘[ cc s e e 9 e e s s e o0 “1,0@@6 B‘“‘g 7)
ROL 8 tcveoconoocone 1,0000 E-8 (b8)
BC 9 P e c 6 2 6 & 6 s C e 0OeE —'2§333’3 E~8 (b )
RGL:O ¢ s 6 28 8 88 B B S €T 4’,8607 ﬁ“g (b10>

A partir de b6 debieren haber sido nulos, pero aparecen —-

s de redondeo.

Tgual que en programa anterior, pag. 2.4.2.



TITULO:

HP-34C

POTENCIACION BE UA DESARROLLD ROLINOM(CO. -

2.5.3

instrucciones de uso

NUM

OBSERVACIONES

ENTRADA
DATOS

FUNCION

SALIDA
RESULTADOS

CARLAR RROGRLMA HASTH EL PASo ©O&F3

St SE M4 DE EXPLICITAR o, | CARGALR Lo3 PASDS

RESTAATES , DESLE O84 AL FINAL |, INGRESANDO JDR

INg] &L 6ravo bgL rOLINORID, ¥ conw N=Z9G

2 bis

81 cie 65 CALCOLARBLE &N FUNCION bE K ,ND urici-

ZAR OESDE DSl & ADELEANTE , PROGRAMANDO &N SV

LUGaR L& CBTENGION BE cty , SUPOUIGENBO A K &N

&n B Musmo REGIS -

L. RESISTRO X Y bEJIANLD Ok

D . S& DESRERA CONSERVAR BL VALOR QUE Jmicidi-

MENTE OoUPE Bl RECUSTROTY" EM &1 MISHO GUGAR .

EM BL 2450 bE Py EXPLICITIS , ALHACENAR ESTO3

LAaciEnb 0

s7To .7

Syt

ST0 . ©

-2

sSro. §

ETC.

AQLMGCE RNARL EXPONENTIEE

ST0 .9

IIGRIESAR MUMERO BE TERMINOS bEL DESARAOLLY

bESEADOS , €O Ny M T U7, & miciar

QEWP:@Q COEEICIENTES CALLULADDS HACENMD O,

ParA K= 1,2,..., M

Rel [k]

bk

o

PARA UN NUFUE case 1R 4 2
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EXPONENCIACTION DE UN DESARROLLO POLINOMICO

1.- Objeto.
Dado un desarrollo polinocmico de la forma
P = alx + 8% + asx + eee

el siguiente progrema obtiene los coeficientes del desarrollo
~ of = 2 3
R=c¢ef = 1% blx + b2x + b3X + cee .
2.~ Método.
Derivando la 1gualdad R = eP se obtiene
R'= P'ef= P'R

Siendo: P = al + 2a,.x + 38 x2 ¥ eoe

2 3

2y : ' 2 »
R = bl + 2b2X * 3b3x ¥+ ese
resultersi
2 p— £ [ > 2 2 .

by ¥ 2bx + 30 %+ ...f(al + 2a,x *+ 38,X #0.)(1 + byx + Do Foeae)
de la que se puede deducir:

bl== al : > bl:: al

= /
2b2 Qa + albl > b2 a2 * albl,Q
= - = &8 2
3b3 333 +_2a2bl,< albl = b3 33-%( azbl + a b )/3
Etc.

que se puede generalzzar en 1a 81:u1ente formula recuwrente-

bi : Jz; aaabl 3 L] l = 1, 2, .95,7 m

en la que la suma seré pula para i = 1, y m,el ntmero de términos

deseados.,

3,~ Observaciones.

Igual que en los dos programas anteriores, se ha enlistado
unavsubrutina'A pars el caso de que a, deban ser almacenados. Si -—
N es el grado de P y M, el nmero de términos de R deseados, se de-
berd cumplir en este caso que N+ MX 18.

s

Si~aim (i) es programeble, la subrutine A debera efectuar

su cdleulo, y se podrd alcanzar M=z 18.
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armng e i e NP

1) Sea P

vy calculemos mediente el

rrecta debers

Pucsto que 8= wl/l Programaramo

Tos siete primerocs

7: B

RCL
RCL
RCL
RCL
RCL.
RCL
RCL

2) Dada la expresidn

términos de R = ef

Emplearemos, pues, la subrutina A enlistads, ingresendo 2

en el paso 056, Después

ser b

L

1= -1y b - 0
L IBL &
h 1/x
CH3
h RN
térmi

e e c e o s e ot B o
e & 2 & & £ © ® & & © &
e ® 8 2 ¢ ¢ » & °© ¢ 3 @
¢ 9 e 9 @2 ¢ D e PO
% 6 6 e 0 e ¢ o8 @06
¢ & 8 & € 06 @ O ET

¢ ® 2 &8 ¢ € & ¢ 6 €& 8 T

P

de alms

3; ST0.8; 2; STO.7

iniciaremos: 8 B iccrcoiconcen
f rIX 9
ROL 1l cocececcecos
RCL 2 cecosocoocens
ROTL 3 coeerccocane
RCL & ceceacoccoans
RCL D vececocscasns
ROL 6 veveenoceons
ROL T cceeoececscoans
RCL 8 coceccnccons

En realidad

Lo s
- o w2/
X - X<,

pars i

w

nes
7,0000

0,0000
1, 0000

~2,5000 E-
E-11
E-11
~12

-1, 5000
-1,0000
~7,1429

-

>
2% % 3x“,

"

B

o~

2«9@@2

haet XB/B - e s e Xk/,k
x, La respuesta Cco-—

subrutina A

celculedos or el programa Se-

(1 m 22 8s)

E=-10

11

o

calcular los 8 prime

£

cenar los coeficientes haciendo

.. 58,0000 (2 m 13 s)

‘e 2,000000000 (b )
- 5, 000000000 (b?)
e 75333333333 (b )
.. 11,16666657 (b )
.. 13,26666667 (b5)
.. 15,58888889 (b )
.. 15,82539682 (b )
.o 1;,6480#;88 8)

producirian alto error por truncamiento.

Nota: Igual que la de la pégina 2.4.2.

son pocos coeficientes para calcular R, pues

7
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?STULO EXPONIENCIAC(ON dE UnN DESARLOLLD AOLINDHMICO, -

Instrucciones de uso

NUM

OBSERVACIONES

ENTRADA
DATOS

FUNCION

SALIDA
RESULTADOS

EARLAL PNOCOAMA HASTA L Pi50 055

St SE M DE EXPLICITAR i | CARGAN OS5 FA-

505 ACSTANTES | dESbE OSC 4 FiNAL | (NGRE -

SAMBS O Pon N OEL eadsd dEL FOLINDMIO .

2 bis

S cie £S5 IMPALISITO Y CALCULADLE &N FIN -

Son AE K, ND UTILIZAR ASSIE 0F¢ Ac R,

Procnd MANSG EN SU WaAR. LA OBTENSION 3¢

Q&I

SuPOMIENDD 4 K EN &L RESUSTRO X Y BE

JAMDO G EN EL MUSHO NEQUSTRO.

BN L CASo OE By EXPLICITDS , ALRACE ~

AR ESToS HHACIEABD

sSTO . 8

Fuey

Sro .7

Ear-2

S0 - 6

ETC.

INGRESAR EL NUMERD M TERMINDS LESEA -

boS MEL BDEFSARLOLLO (WN+M Z18) 5 M-

ctan.

NECUPE NAL TERMINGS WAciENDG  PARL K=,

M

- -—-,

ree i

Pand oMo casc ,i1n A 2.
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pe | FUNCION ! N2 | FUNCION ] N2 |FUNCION § N* | FUNCION I NI | FUNCION i N: ' FUNCION
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I 8| x 3 '8 3 sl
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ESTABITIDAD DE POLINONIOS: CRITERIO DE ROUTH

1.~ Objeto.
Dado un polinomio de grado N<® 17, el siguiente prograna
jetermina si es estable, es decir, si todas sus raices tienen la

parte real negativa.

2.~ Método.
Seq el polinomio ¥y = &ay+ 8,X + & %24 c.o v a xD
P I 0T L 2 n
en el que los 8y son reales,

1 eriterio de Routh se aplica sobre ¢l siguiente esgquema:

8 8 .0 B4 cee

81 AanQB 85 ces ¢ -»an/anm
bn~2 bn«4 bn~6 oo : - an__1/131%2
c 3 C 5 Copm  eee : - b /e -3
& 4 a ¢  G.g e : —«cn_B/d

A4 .
L4 e
© L3

Tas dos primeras filas contienen los coeficientes del poli-
nomio y en su orden netural. Ia tercera fila se compone con las 4aocs
primeras médiante la siguiente operacién: se multiplica la segunda

fils por el factor -a /a elégido de tal forma que, sumsndo lue-

...1’
go la primers fila, se enule el primer coeficilente, mientras que —-

los siguientes se anotarin como tercera flla, bn cooy (€S-

-2 bn_49
plazados un lugar @ la izguierda:

b= 2y = %5y B/%
De igual forme se obtienen las sucesivas filas:
0;= 83 = P33 Bn/Pnp
.= D, = C,
dy 3 7 %1 bn«2/ n-3.
Etce. ‘

Tas raices de la ecuacidn y=0 presentan sélo partes reales
negstives cusndo son positivos todos los numeros de la primera CO-=-
lumne del esquemsa . resultante, sin que sea nulo ninguno de ellos.

£l llevar este esquema & un programna presenta evidente di-
ficulted por el slmacensmiento necesario., Sin embargo,’obaervaﬂdo

que sdlo ee emplean las dos Gltimes filss pars obtener la hercera ¥



que losg elemen modifTican alternadaner

un arreglc unidimensions

ma, En definitive, resultaria el siguiente

Para i = n, (n=1), ee.s 1y RBCETS
g 9 y %
Tomar G = a./a,
177
Para jJ (i-2),
| | ecai-asa,
- J J 4 J—3

Pinalizedo el algoritmo, en lugar
ciales,

en caso de 1ﬂeat901¢1dad

(i"“"dr) 3 ¢ o 1’183"58 j l’

de los coeficien

2!7@2

s, puede disponerse de

1 en el gue cada fils "plse“ a la pentlti-

silgoritmo:

hacer

tes ini-

ge tendrd slmscenada la primera columna del esquems. Ademas,

el nimero de variaciones de signo observa-

das nos dara el ﬁumero de raices con parte real posn+1va.

3.~ Bjemplo.

Se deses estudlar 1s estabilided del polinomlo

y =6+ X + 4%2 + x3 + 3xh 4 gx? & 6x6 + x7.

Haremos: 63 STO 0; 1; STO 1; 43 8STO 25 1
6: STO 6; 13 STO 7.
Despued de T3 A cocececcccons 7,0000 (39

0 33 33 STO 4; 93 STO 5;

s)

recuperamos 108 elementos de la primera columnas
RCL O ceccococses 6,0000
ROT 1 ceceesesese =—291,8217
RCL 2 eccecescesce -0, 2626
RCL 3 eccovococese 1,9645
RCL 4 occovseccoce 2, 7647
RCL 5 eecessnccns 8, 5000
RCL 6 seceeccosco 6,0000
RCL 7 ceeccoscsass 1,0000

Tuego es inestable. Ademés, produc
signo, se deduce que sou dos las raices con
¥n efecto, resuelta la ecuscidn, las rajces

~0,185681 % 0, 861407

0,658087 = 0,570197
-1,531583 # 0,528902
-3, 881644

e e fude

con el segundo par conjugado con parte real

;1éndose dos cambios de

parte real positiva.

sonse

positiva.
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EVATUACION DE POLINOMIOS DE CHEBYSHEV Y SUS RAICES

1.~ Objeto.

E1 programa que sigue resuelve los siguientes casos:

1) Dadoc un polinomio ortogonal de Chebyshev, Tn(x), y dado
un valor x, -~lex=1, obtiene el valor numérico de Tn para el x da-
do, para cualguier n. (Sb. A).

| 2) Dads la expresién ¥y = 4gTow 4T, + ATy + . + a1,
en la que di son coeficientes reales ¥y Ti polinomios de Chebyshev
de grado i, calcula el valor numérico de y para un x dado, =12 x< 1.
En este caso se deberd cumplir n< 16. (Sub. B).
3) Calcula la raices de Tn(x) = 0, de forma que
Tn(x)z ean(x n'xl)(x - Xg).a.(x - xn)
en la que o = on=1 " con n<37. (Sb. 0).

2.~ Méto0do.

Tos Polinomios ortogonales de Chebyshev tienen como expre-
sién trigonométrica: Tn(x}z cos (n t), =% = cos t. Sin embargo no
se emplea esta expresion para su evaluacidn ya gque, las rutinas de
funciones trlgonometrjoas, tlenen une. precisidn 11m1taaaﬁ Por ello
se recurre mejor a las propiedades algebriicas de ﬁales noanomlos‘

Estos, slgebrdicamente, son definibles se m:
$ - b

7= 1
T"Lz X
D= 2xD, = Ty o s K= 2, 35 ees

La expresién genersl de Tk es una fTérmula de recurrencia de tres
términos que permite genersar cuslquler polinomio desde los dos pri-

meross T2m 2X2 -1
T3~ 4X3 - 3?

T = 16X5 - 2053 + 5%

Etc.
Sea ahora la expresiodn general

¥ = Ao+ 85T + a0 + oo + QT



N

.

2.8,

Esta expresion es conocida como expansion o desarrcllo de
Chebyshev y tiene cilertss propiedades gue la hacen muy util en pro=-
blemas de aproximacion aigebréica de funciones. De aqui el interds
de su evaluscidn.

Para ello, si en la expensién sustituimos Tn por su equiva-
lente Tn: QXTn_l - Tnag , en la que x es el valor de la variable
o sustituir, el méximo grado de la expansibn seréd shora n-1., Conti-
nuando asi hasta el final, mediante esta téenics de sustitucidn de
adelante haoia atris, conocida como multiplicacidn encajeda de poli-
nomios ortogonales, llegaremos al valor numérico de y con la menor
pérdida de significacidn.

En definitiva, se puede establecer el siguiente algoritmo:

Tomar T = d
n
Si n = 0, parar.
En otro caso, hacer: Tl: T3 T = dnnlﬁ' Aﬁ«i% Tl
Si n =1, parar.
En otro caso hacer, para i =(n-2), (n=3), ...y O
D=, 5 T=T
T =4, + A, x T, - T
i i

1 2

siendo siempre Ay= 1y A= o para k>0. Al terminar serd y=p(x)= T
el valor numérico de 1la expansidn para el x dado.

31 1o gue se aquiere es eveluar un Tn determinado psra un
x dado, bastars, en el procedimiento enterior, hacer dn: ly diz 0
para todo i<n, con lo gque el mismo slgoritumo es valido pars ambos
casos.

Por Gltimo, de la expresidn trigonométrica de los polinomios

se deduce el valor de lss raices que satisfacen Tn: 0. Tales raices

serans
¢ X, = COS

2k ,
k 211 1T 9 k:" 19 ec ey F 4N
Tes raices se reparten en el eje de abscisas entre -1 y 1, con el
origen como centro de simetris. Si el gredo n es impar, una ralz se-
ré precisemente O, Bastard, pues, calculsr las de valor positivo, --

por ejemplo, las restantes son del mismo valor absoluto pero con —--

signo negativo.

3.~ Observaciones.

El programa elaborado silgue el algoritmo expuesto. Medisnte



2.8.3
el "flag" O, borrado o zjustado segin se entre por A 0 B, se calcu~
la Tn(x) 4 la expansidn. Si el "flag® O estéd ajustado por la entra-—
da B, el programa 1lamera s los registros gque contlenen a di, En es-
te caso, el grado de la expansién estd limitado por el ntimero de re-—
gistros disponibles, 16.

Si estd borradc por la entrads A, no llamerd a ningin regis—
tro v utilizerd 1 6 O para d, pare i=n o no. Al no llamar a ningin --
registro se impide la detencidén por "Error 2" y el valor de n es ili-
mitado. ’

Ya que A, es 1 para i= 0 6 2 para los restantes, se emplea
la prueba de O implicita en el paso 020 para determinar su valor ¥y,
ademés, para ajuster el "flag" 1 que detenga el slgoritmo en la si-
guiente paseada.

Por Bltimo, el cdlculo de las rsices no ofrece dificultad
y éplica la férmula expuesta, obteniendo s6lo las positivas, por lo

gue n puede llegsr a ser 7.

4.~ Ejemplos.
1) Calcular T5(0,3}, T10(0?6) Na T21(0,33).

Haremos: '
a) 5; ENTER! 5 0,33 A ....... 0,998880 (12 s)

b) 10; ENTERf ; 0,65 A ...... .—0,988497 (23 s)
) 213 ENTERf ; 0,337 & +.o... 0,702703 (48 8)
~2) Calcular el valor de
'y = 3T, = 2T, - T, + ST3 + 4T4 —‘6T5 + T
para x = 0,8.
Después de 33 STO 03 2; CHS; STO 1; 13 CHS; STO 2; 5; STO 3j
43 STO 4; 63 CHS; STO 5; 1; STO 63 hsremos
63 ENTER + 5 0,8; B soveeneess 1,217728 (16 8)
3) Galcular las raices de Tge
Haremos: 8 GSB O sevvens ... 128,000000 (“8) (14 s)

ROL 1 vevnencenes .. 0,980785
RCT 2 evvveoesneess 0831470
RCL 3 ceeecasessses 03555570
ROL 4 eeveeeveeosss 0,195090

Tas cuatro restentes rafces tendrdn el mismo valor sbsoluto con sig-
no negativo.

Nota: El algoritmo de multiplicacidn encajada es una version del de
"Analisis Numérico'. S.D.Conte y C.de Boor.28Ed McGraw-Hi11.1974.
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Instrucciones de uso

NUM

OBSERVACIONES

ENTRADA
DATOS

FUNCION

SALIDA
RESULTADOS

Carcan PROGRAMA |

PARA BUALUAR POLINOM0S To(x) pans un x Heabo

Racsn (n likravo )

EnvER £

Tn (x)

PARd ©VALUAR EXFANSIONES POLINOAIZAS bE L4

Fonmg FCx) = deTo v+, T, .4 7 PaRA UN

X ARy , MboEeL :

3.4

AMACENEN. COERICIEWNTES o Hacgmbo . PANRA

i=0,1...,n (n=ig)

s§70 £i3

3.2

INGRESAR VALDRES & iNicigaR

EaTER £

&

plx)

Paes onTENER Las Recss bE ThlX)=o, Aina

n'.{:37 , HBCE

&s3 0O

RECOPERAN LéS RAICES MA&CIENGO , PaRs kK= 1,2,...,

LT (n/z)

ree [R]

Xy

SoLo SE cdieuldn LAS RAtess POSITIVAE , L4s NE-

GATIVAS SON [GUALES couW SIGNOS MENDS | S7 4-

LEMAS 1 ES (MPATR | HAY LNA RAZ CENTRAL CEF-

Ro. EL POLINOMIO GQUEDS bESCOMPUESTD &W:

T () = & (x=x)x=-xz).. (x-Xn)

Pana OThRo €450 1 4 2,3 & U conessrondisn-

TE




Z.8.

i

E PROGRAMA : =zvacvacion bE POLINDHMIOS P CUEBYSHEV,
Nt | FUNCION {| N2 | FUNCION |i N* |FUNCION %E{ FUNCION !i Ne | FUNCION [f N2 | FUNCION
out |hiera || 6| necs 1 G i} 1 6
2lhecro ii 7| reFC) || 2 o7 2 7
3| aro s {i gl + || 3 i 8 “ 3 8
4Lz || 8| g2 4 g 4 9
5|h sFo  ll040| hemes 5 EﬁO s 180
6| hime o 1 2 | 6 ; 1 ii 6 o1 o
Tl h cFy 2| ero 4 ﬂg 7 2 “ 7 n 2
gl sm.9 3luimeo F 8 i 3 8 xi 3
| 9]¢ ¢ 4|p 266 || 9 4 | o l 4
010| s fr || 5| s7o.9 Jioso ‘ 5 150 B
| 1] ex }i 6| =2 ! 1 ! 6 1 6
2|sro.7 | 7] = | 2 7 ‘ 2 7
3| “ 8| n wr 3 “ 8 L 3 | 8
4|lbFzo 9| sofI || 4 I 9 |4 9
5| eeL fei) floso| neacs || 5 |20 HE 190
6| h tBL2 1| rer FI 6 | 1 6 |1
 7laFzs 2] 2 7 i 2 7 | 2
“s|hemw |3 x| @ ha “ lis
KX R ) i a I o T 2
070|p ose || 5| — iogo B EE 5316@ %% 5
T ams ,i 6l o ﬁ 3 6 H 1 B F 6
2|n sFi !g 71 o 2 7 2 7
IR R ﬂ 3 8 t’ 3 | f 8
4| sty % 9| rer.9 || 4 9 % 4 E 2
5| x toso| <+ 5 30 5 200
T 6| rec.9 || 1| £ cos 6 1 6 1
o 7 ' } 2| sro £¢i) 7 2 7 2
8| reL.7 3| ¢ dse || 8 3 8 3
2] - ; 4] GroeG Q 4 9 T4
030| rec.8 || 5| 2 100 5 170 5
1| svo.7 3; 6 rec.9 | 1 6 1 6
2l¢ ¢ u 7| B 7 ‘ 2 ‘ 7
3lhFzo 8| - HE 8 3 8
4| gro s ol # vy* || 4 g 4 9
5| a0z llo70] S0 o 5 a0 B 210
Registros
oo, x W1]a .x 02| d:.x ‘g} i3\ %s ﬁa. .y 15| s, xs 6] de, xq
71 47 , %, 8| dg . xg o ds . X2 J.O| dio. %e ;;1 r o\ X §,2 iz, Xy %3 iz, X3
4 .drq , Xy B dig, Xes ggﬁ e Xie !.7 Trez 57 §§.8 Ta-t . Xig !-9 X, n E | I3
Etiquetas Flags
A catcora T o= fCx). @ biscrimna suTRE TA ¥ B,
B caveors  plx)< %4373 |+ FiNaL DE ALGoRITHMO
o . cdieuia Lds rdicEs BE T, (X)= 0. _;_
1.2,3.4.5v6.
‘Modo angular Notacion

DEG - rana

0.
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TRANSFORMACION DE UN POLINOWIO
DE CHEBYSHEV

WA ESPANSION

[&]
td
=3
=
]
[83]

l.- Objeto.

n
Dado un polinomic en la forma  p(x) = > aixl, en el que
130
ai son coeficientes reales, el siguiente programa lo transforma en
0
p(x) = :E ajTi(X), en la que d, son asi mismo reales y Ti(x), los
L=¢ -

polinomios ortogonales de Chebyshev de grado i. E1 programa permite
n=Z15,

Ta expresidén de un polinomio en esta forma es utilizable
en el scortamiento o econonmizacidn de series de potencias. En gene-
ral, con -1%x <1, se deberd cumplir lTi(x)Kf 1 para cuzlquier i. —-
En consecuencia {&iTi(X)IQ !di\. Por ello, la supresidén de un tér-
mino k supone un error acotado & é{dg.

Si se suprimen varios términos se cumplird

£ ¢ \ai5+-ldjl +lad+ ...
Ta condicidn -1z x% 1 siempre se podré conseguir mediente

un cambio de varieble en el polinomio original. (Ver 2.11).

2.~ Wétodo.

De la forma slgebraica de los Ti(x):

T,= 1 = 8x4 - 8x2 + 1

7= X T o= 16x2 ~ 20x3 + 5x

1= 252 - 1 Te= 32x8 - 48xh 4 1822 - 1
T4y= 4x3 - 3x Etc.

se puede despejar cada uns de lss potencias de x de la siguiente

manersa: x%= T, x4= 2=3(31, + 47, % T,)
x = Ty x9= 274(107, + 5T, + Tg)
x2= o=H(1  + Tp) x6= 2-5(107, + 150, + 6T, + T,)
x3= 272(30 + T,) Bte.

Multiplicadas estas expresiones por el 84 correspondiente y crde-

nsndo se llegeris 2 1la expansidn buscada.

s’

-

1a sistematizacidn del método ha tenido clertas dificulta-
des al no enCOﬁtr9r>bibliografia o]l respecto. Sin embarge se ha lle-
gado a2l siguiente algoritmo que gener= convenientemente los distin-

tog coeficientes necesarios:



R}
[
(Kol
©
Ny

Hacer, pare i

I
it
P

%

(Ve
L2

L]

@
o

i__'!
m = 84_./’2 -
1
d.= 0
L
= 1
L= 1

Hacer, para J = i, (i=2), (i=4), «..y JFO
Si j # 0, ay= &j*k m

5i § =0, dy= ay+ m/2

m=mXk/L

k =k -1

L L. L=L+1

Terminaedo el slgoritmo, los coeficientes d, acuparin el lu-
(=] g i

gar de los 8, -

3.~ Ejemplo.

Como consecuencia de un ajuste, se he llegado a la expre-
sibn P = 21134,19 - 13217,79x% - 2010, 88x° + 3419,98x3 + 729,18x% -
- 750,28%% , en la que x estd en el intervalo(-1,1)

Se pretende economizarla en lo posible, admitiéndose un
error < 500.
Cargado el progrema, hacemos:
21.134,19; STO O; 13.217,79; CHS; STO 1j 2.010,88; CcHS;
STO 2; 3.419,98; STO 3; 729,18; STO 4; 750,28; CHS; STO 5.
R P 5, 0000 (42 &)

ROL O evveeeoeeess 20.402,1925
RCL 1 6 ec et ot e 9006 -110121’7300

ROL 2 ceveoveocans ~640, 8500
BOL 3 eececesnceses - 620,5325
ROL 4 veveeenenons 91,1475
ROL 5 eveeovancooe -46,8925

Tios unicos coeficientes cuyos valores absolutos suman un
valor inferior s 500 son el 4° y el 52. Tuego la expresion acortads
pasaria a ser:

F = 20.402,19257, - 11.121,7300T, = 640, 8500T
+ 620,53257 |

-+
2

3
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instrucciones de uso

_ ENTRADA SALIDA
NUM OBSERVACIONES paTos! FUNCICN RESULTADOS

/ cant s PROGRAMA .
2 | RULMACERSR COBEICIENTES DEL POLINOMIO Ha -

clevpo , Paca ks o, .., N (N ZIS) e sro L k7
3 INICIER. CALCVLO INGRESAMDY S RADO A A N
4 | rEcuPERan. COBRIciENTES BE L4 EXPANSION

BALiSNDO . PAaRAe k=0, -o., N Rew. LRT =
S| Pans oTRO casSg IR A 2,




2.9.4

‘; {g? "gé’% Qﬁ PROGRAMA : rransr. »5 UN POLIN. En UNG ExP. OE CHEBYSHEY.
i | FUNCION || N | FUNCION || N |Funcion | N2 | Funcion || N2 | Funcion || e | Funcion
ran b LBLA 61 1D+ i} 1 ‘ 6 i 6
2| cex 70 £ et 2 [ 7 2 7
3| 3 8| hinL3 3 !Fs_‘ 3 8l B
al = | 9| = 4 E 4| 9|
5| 2 040| - - 5 110 5 180 o
6| + 1| sr0.9 6 i 1 o 6 1
7| srofl 2 x 7 2 7 2
8| hunt ! 3| p —Y 8 i 3 8 I
9| eee f¢) 4| svo £4 9 4 9 4
0:0| ¢ x=0 5| e=.¢ |ioso B 150| 5
1| aros 6| ~ct.8 1 e 1 6 B
2 sm-c¢) | 7| x 2 7 2 P 7
3| z 8| .7 3 h 8 3 8
4| e FI 9| = 4 ) I 9
5| h mr 050 sm.c 5 120 5 -
6| sm.8 1| rec.8 || 6 | 1 HE ;
7| sro.9 2| 7 2 7
8| 3| - 8 “ 3 “ 8 |
9| sro.7 4| sm.8 9 i 4 i 9 !
02| - 5| rec.7  |j0S0 5 160 i
1k y* 6| 1 1 6 il i
2| = 71+ “ 2 7 2 |
3| sv.6 8| sro.7 Il 3 s 3 | B
4 h LeL2 | 9| rec.9 4 g “ 4 :
| 5| =ee.s lloeo| ¢ x<o 5 130 5 B
6 A 1] arou 6 1 6
A 2| arvoe 7 2 u 7 -
8| ree.9 3|hieey || 8 3 8
Q| Ff x=I | 4) ¢ IsG <] H 4 9
030| x==v 5| aror ({100 | s 170 I
1{sro+ (L)l 6] rew FI 11 6 1
2| eer. 9 7| nowr || 2 7 E B
3|p x=0 8| HE 8 | s
4| aro3 Y| 8| - 4 g lg 4
Y 070| h ~TN l 5 {140 | 5
Registros
0la,.do 1|l a .o 12| a.. 13 as. 3 14| gre. |5 6| :
7 8 9 .0 1 2 3
j4 .5 6| Urirz, !7 { T.B k .8 J -! t o
Etiquetas Flags
4 : cdtevro L
L2 3yy. — - - -

Modé angular

Notacion




2,10.1

TRANSHFORMACTION DE UNA KXPANSION DE CHEBYSHEV I
UN POLINCHMIO.—
FORVMACION DE POLINOMIOS DE CHEBYSHEV .-

1.~ Objeto.
Dadsa la expansidn de Chebyshev

p(X) = dOTO + lel €ec o + dﬂT
en la que dj gson coeficientes reales y Ti, polinomics ortogonales

de Chebyshev de grado i, el siguiente programa la trensforma en

é‘ 2 ¢ @ + axn
n

N

¥4

(X)) = 8, 4+ 8.X + 8a,%
| p(x) o F 8% 5
es decir, la desarrolla en sumas de potencias de la variable, siendo

8y coeficientes reales y con ~lw x= 1. El programa admite n< 15,

:

Asi mismo, calcula los coeficientes de la expresidn alge

briica de Tn(x), para n<l15,

2.- Método.

Medisnte la férmula de recurrencia de tres términos, es po-
gible construir un arreglo unidimensional en el que se vaysn calcu—
lando los coeficientes de los sucesivos Ti pars, asi, hscer la sus-
titucidn en la expensidn. Sin embargo, estas solucidn linmitarie consi-
derablemente n, ya que réqueriria °n registros méds los de indice ¥y
auxiliares,

Por ello se ha recurrido a otro artificio. Sea la expresidn
de 1la 48 potencis de x en funcion de . por ejemplo:

xh= 2731, & 41, > 37) |
de la que podemos deducir:

r'1._34—__ \
T = 2°x (4T2 + 3T,)

4

En general, se tendrd la expresidn:

Ti:: lelxi bl f(T. 4g .e-)

en la que los coeficientes con los gque Dcrﬁ10¢pa T _o? Tima’

son calculzbles medisnte el algoritmo del progremea anter*or (ver

etc.,

pa2.2,9.1 v 2.9.2). Asi, si en la expa nsidn sustituimos T_ por su
expresidn enterior:

p(x)= 4Ty + AP+ ,..+d O ,+ & T+ oflg g

- & £(T
n i\3;'3,



b}

2.10.2
¢ n""l . £
sers an= 2 dn, vy ya no sufrirs

variscidn por ser los otros términocs de grado inferior. Por otra —-

31 coeficiente del término en x°

parte, el ltimo término alterara los coeficientes de Tooos T 4

etec., llegindose a:
- Yy - m ] Y om 11 .
p(x) doTo * lel* "'4‘dnm2ln~2 * dnmlTnulf* BaX e

Si, sucesivemente, vamos sustituyendo Tn 19 T ete., iremos obte-

NI
niendo los sucesivos 879 B o0 etc. ne
To anterior se puede expresar en el siguiente algoritmo:
Hacer, para i = n, (n-1), c.ey 1
g5 8= 21“131; k=13 T = 1
Hacer, para j =(i-2), (i-4), ..., 350
m=mk/L 3 L=TL+1 3 k=5%X-1
~si j £ o0, d;=d5-m
P Sij = 0, djz dj - m/2.
Al terminar el algoritmo, tendremos almacenados los e, en

Tomar m = d

lugar de los 4, . Esto permite mentener n= 15, como en el snterior
programa,

Por ultimo, si en la expansidn hacemos dn: 1y los restan-
tes dim.o, al aplicar el algoritmo anterior obtendremos los coefil-

cientes de la forma algebréica de T

3.- Ejemplo.
1) Ses la expsmsién y = 20402,20 - 11121,73 T, - 640,85 T, +
- + 620,53 T,

obtenida de un desarrollo mayor economizado (ver ejemplo del progra=-

ma anterior, peg. 2.9.2). Para pasar a una expresidén polindémica nor-

mal, haremos: 20.402,20; STO 03 11.121,73; CHS; STO 1; 640,85;
CHS; STO 2; 620,53; STO 3.

35 A eereeennnneneen 0, 0000 (19 8)

ROLO e & & 9 & & & © & © & 0 8 O @ 21.043,0500 (ao)

RCIJ].. R EEEEEE I "12'98393200 (al)

RCLg e c 0 e 6 uec eSO E "19281,7000 (32)

RCI}?? tecosssoeccececor 2-482’1200 (8-3)
2) Deseamos conocer los coeficientes de Tll'

Después de: 113 B vecevevonconos 0, 0000 (1 m 17 8)
RCLO ¢ 6 ¢ 8 ¢t & 8 0 2 % e * o & 0,0000
RCLlcoocoqnnﬁngeﬂe “1190600
Etc.

1, (x)= ~11x * 200x3 - 1232x° + 2816x7 ~ 2816x7 + 1024x+1
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Instrucciones de uso

ENTR
NUM OBSERVACIONES é%os’ FUNCION Rggti‘?foos
] CARKAR PROGRANMA
2 | Pana TRANSFORMECION BE UNB EXPANSION , HacHE.
2.1 ALrpzensr COEFICIENTES HASIENDO PARYE k=0,
-, N (NFIE) = sro[k] ,
2.2 | IvarEsan. Aksbo & NICtAR N A 0, 0000
2.3 RECUPERAT. COEFICIENTES DEL POLINDAMIO Hé ~ o
ctepbo | ParA K=0. 1, ..., N REL [k] =
J PARd onTENER L85 COERICIENTES dE Ti . COR

NTIS | HacEnR -
3./ INGRESAL. SRALD é- INICIAR N e 86,0000
2.2 | OBYBMER COEFICIEASTES MNACEWNDO ,Pdid k= O,

cee, N rRee [R] e

Pana orros £aSpS I & 3o & .




HP-34C

< Iy ]

PROGRAMA : 7ravsr 26 uva exp. be Cusnysusy en om Porinom,

N® | FUNCION |f N2 | FUNCION || N* |FUNCION |l N* | FUNCION §j N2 | FUNCION | N2 | FUNCION
001 | A LBBLA 6| o x<0 1 i 6 1 6
2| s fl 7| am 2 7 2 7 ]
3| hizet 8| f xz1 3 % & 3 8 -
4| refCE) 9| rec.e 4 L 9 4 9 |
5| s;p.¢  (joa0] =z 5 110 5 180 ]
6le x=o 1] = e ! 1 1 s 1 ]
7| Gro 2\ so-¢O)| 7 E li 7 2 B
8| 2 3| ree.9 || 8 ; 3 s E
9| ree £ 4lpx=0 | 9 s 9 4
010| s70.9 5| aroz flogo E 5 150 B |
1| sr0.8 Blogre I 1 F 6 1 G
2| 7| s0-¢i) || 2 B 2 |7
3| s70.7 || 8|f et 3 8 3 I 8
4 - 9| KR LALZ 4 !; -9 4 9
5|n yx los0]|p —¢ 5 120 5 l190 e
6|srox i) i 1| e Re 6 K 6 R
T|h oz 2| £ x=2I 7 i 2 7 ﬁ 2 B
8| ee.8 || 3| aroz 8 h 3 e ii 3
9| reL. e 4| h LBLI 9 4 il o 4
020| «x 5| bse_ |l0g0 5 180 HE
1| rer.7 6| em1 | 1 6 o1 i 6]
2| = 7| rec fT L, 2 7 B 7 -
3| sro.e || 8|nam || 3 | 8 | 3 8
4| ree.7 || 9|nieen || 4 9 ‘[ 4 9.
5| 1 lloso| £ eea 5 130 |l 5 l200|
6| + ! 1| srofl 6 1 6 1
7 sro.7 W20 ¢ |7 2 7 2
8| eec.8 || 3| sofa)|l 8 3 8 3
9 / 4| aro1 9 4 9 R
030| -~ H 5 100 5 170 l 5
1| sro.g || 6 | 6 1 6|
2| pec.9 || 7 is 2 {7 2 l 7
3| 2 | 8 i3 8 3 8 B
4| - h 9 N4 n 9 l 4 )
5| sro, 9 llo70 B 140 I 5 210
Registros
ofce, a0 1Tt o W2l .2 W3} ar a5 W4l .a 5] e, Jo
7 8 9. 0 A 2 3l
A 5 g.“é uritie, 7| 1 8| ‘Té J 1
Etiquetas Flags
&R v 2 ) o .
A7 TRONSRAMACION DE UL EXPANSION, o B -
__B : Carcuto COEFICIENTES L& Yo . o o L

Modo angular

Notacion




CAMBIO DE VARTABIES EN POLIRKOMIOS

o
que los 8, son reales y la variable x estd definida A2 x 2B, el si=-

1) Dado el polinomio y = a,. + alx + a2x2+-¢,. +ahxn, en el

guiente programa lo fransforma en

= b + 13-.,11 + b UL2 ® 9 @ "'b *ﬁlrl
Y= Pe™ Py ot n

o

en el que la varisble unificada u estd definida -1l<u<€l,n 215,
2) De igusl forma, realiza la transformacidn contraria. Es
decir, partiendo de y = p(u), con ~1l%u=2l, obtiene y = p(x), con

o

AZ2x#%B,e, igual que antes, n< 15,

2.- Wétodo.

Bl cambio de variable previsto supone:

B~ A B+ A )
2 . o B Ay -
u=gy (x=T57) = < (xrp)

Iuego « y b verisn segin se trate de resolver el caso 1) o el 2),
pero el método a aplicar serd el mismo.
Ta sustitucidn se hace en dos fases. Primero se elimina «

segin el simple algoritmo:

'Y

Para i = 0, 1, 2, ...; n, hacer
= T

L a = &,
i i
Pars la segunda fase, bastard aplicar el algoritmo de Hor-
ner con z = [» (ver programa "Algoritmo de Hormer", pag. 2.2.1)0
e utilidad de este programa es clara, Se hace necesario
para la utilizecidén de los dos programas anteriores: "Transforma-
cidén de un polinomio en una expans 1én de Chebyshev", pag. 2.9.1,
y el reciproco, "Transformacidén de una expensién de Chebyshev en
un polinomio", pag. 2.10.1, en los que se requiere una u otra sus-—

titucidn de verisbles antes o despuds de su empleo.

CGon obieto de mantener n €15, como en los progremus sntes

. o e
n 8in INTeryupclioit.

«Q
e
P
]
jon
O
18]
foi
o
4,
o
.
o
o’
(&
[eX)
1,...)&
T
o]
(&)
f_.).
]
(@]
ot
o
]
D
[
i
43}
<
[©]
o
=
[
i
1]
2
O ~



2.11.2
Ta entrade A borra el "flag" 0 y calcula « =(B-A)/2., Ia
entrada B ajusta el "flag" 0 y calcula ®= 2/(B-A). Despues, ambas
entradas efectian el slgoritmo entes expuesto, deteniéndose el pro-
grama.

{5

Se hace necesario ahora reingresar A y B para calcular {

segin esté el "flag" 0, Si estd borrsdo, p=(B+A4)/(B-21).si
estd ajustado, (= -(B + A)/2. Se desarrolla después el algoritmo

de Horner.

4.~ Ejemplos.
1) Como consecuencia de un ajuste polindmico, se ha obte-
nido P = 47842,25 - 94981, 34x + 219967, 84x2 - 259397,28x3 +
¥ 131711,68x% - 24008, 96x5.
en el que 0,5<x=%1,5,
Para su economiﬂaoién, se requiere expresarla en forms de
desarrollo de Chebyshev, por lo gue se hace necesario el cambio de

variable x = u. Hacemos, pues:

47.842,25; STO O; 94.981,34; CHS; STO 1; 219.967,84; STO 2;
259,397, 28; CHS; STO 3; 131.711, 68 STO 4; 24.008,96; CHS;
STO 5. | ,
0,5; ENTER ! ; 1,5; ENTER! 5 55 A «uue.s 0,0156
0,5; ENTER? ; 1,5; R/S vevnn.. Ceeeeeeess T729,1800

El tiempo de ejecucidn total ha sido de 57 s. Se obtiene asi:

ROL O eevvvveven. 21,134,109
ROL 1 eeveennnnn. -13.217,79
ROL 2 veeevennees =2.010,88
ROL 3 eeveonnnces 3.419,98
ROL 4  veevnnnnens 729,18
RCL 5 eeeeenennes ~750,28

2) Después de economizada se ha obtenido:
P = 21043,05 - 12983,32u - 1281,70u2 + 2482,12u3
con 41?11?34 vy en la gue habréd que restituir el primitivo campo de
la variable; es decir, 0,52x< 1,5, |
- Después de slmascensr los coeficientes ( en realidad debe-
rian de estsr almacenados correctamente si se usd el programs ante-

rior, 2.10): 0,5; ENTER{ 3 1,5; ENTER! ; 33 B ...... - 16,0000
0,5; ENTER Y 5 1,55 B/S  tevevnvennnns ~64,697,6800

RCL O weceocosee 22.025,93
RCL 1 eeveveoo.. 43.857,84
RCT 2 eveveeve.. =64.697,68
ROL 3 eeveeeeee. 19.856,96
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CAMPo LE VARISBLES EM POLINDHIOS
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A ST S e
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INTERPOTLACICN POLINOMICA

Dedo los n+ 1 puntos de apoyo, (Xg, ¥ols (Al, v ), e

(T)

(x., ¥..), el siguiente programa ocbtien los coeficientes del polino-

x®, que passz por aquellos, -

[

nio resal: v o= 8+ 8.¥X 4 8.% cee
J o 1 2 n

para n< T, ¥ cou X, # Xj pars cualesquiera 1 ¥ J.

Qo

2.~ Método.
Conocidos los n+ 1 puntos, se obbtlenen los cocientes de di-

ferencias segun:

oy V1 7 Y . (xx )= Y2791 o (x _x )= nTVn-1
(xgxy) = 3o (gFp)s Sm 3 eeed o L
Xl _ yc X2 1 el _n“’”l

(Xlxz)m(xexl) (xgx y-(x.%,)

(XOX:LXZ):: ; (Xlxzj{'}‘): 3 ..L 2 ; &z e
K= - ——
2°0 ~37%
y por fin: )
'aey "’"{:{: S F
(% %o uux )= (%%, )= (E Xy . X, 1)
o 1 X ~X

1 vpolinomio interpolante, dado con los coeficientes de New-
§
‘tOE; adquie‘fe la formsas
yo=A o+ A(xex )+ A(x-x )(x=x,) % oo A (x=x Jeeol{x=x_ .
v o , (=% ) ( o)( 1) \ o’ e

A= y H '\1:(X0X1) H A‘QI(XOX1X2> § eee 3 }\n=(XOX1.”Xn}

Para obitener la notacidn normal se recurre 2l aldoritmo de

g
Horner modificado:

Tados los n + 1 coeficientes AO, Al’ veos Xn para la forma de
Newton, basados en los puntos Xy Ky eees X1 del polinomio, dado
ademas el nﬁmaro 73

Tomer a_=A

s
i

Entonces, a5 845 «ces an son los coeficientes de Newton basados en
los puntos 2z, Xqs Fop enes X, ».Repitiendo el algoritmo n veces y pa-

z=0, obtenemos la forma nornal definitiva,



(s
°
b
@
e

3.— Observaciones.

las sucesivas diferencias dividid

o

s ge disponen en un arre-

glo vnidimensional, ¥

je]
fie]

né sdéloc hay que retener las que constituyen
los coeficientes de Newton. Asi, cusndo termina el cédlculo, los coe-
ficientes %Oy %1, «ess A quedan almacenados en lugar de las ordena-—
das ¥ 5 ¥ys coer Tye Tas abscisas no se piérden ni sufren elteracidn

Se ha previsto la entrada B para el célculo del polinomio
resultante para cualguier X. Ademés se puede emplear para comprobar
1z interpolacidn: entrando a B con uno de los X, utilizados, nos de-
bera dar el vy correspondiente. Para ello tembién se ha previsto la
entrada O que extrae de 1z memoria el Xy para un 1 dado.

Por las necesidades de almacenamientom'sélo ge ha poedido ==
alcanzar n< 7. Sin embargo es en la practica suficiente ya que, con
valores muy altos de n se suelen formar polinomios inestables.

Por supuesto se deberd cumplir xi# Xj cualesgulieran sean

iy J.

4,~ Ejemplo.
Sean los puntos

x =3 -2 -1 0 1 2 3 4
y 35143 1415 15 1 -1 =597 -18905 ~240475
i 0 1 2 3 4 5 6 7

Ingresados en el orden i, los y en los registros RO, Rl’ oo ey R7, y
los x en los R R-l’ ooay R.7, haremos:

T3 A ceeeiseaccscnnccscas 8,0000 (tres 4 m 4 8)
Para comprobar el resultado haremos:

03 GSB O vuvveanveennnenas =3,0000 (x4)
Boscoleao'ooaole.ononll'35014‘390000 (yo)

13 GSB O cvvcrenonnccenns -2,0000 (xl)
B teeievescsscanssccssane 1.415,0000 (yl)

Bte. Resultando correcta.

Tos coeficientes serén:  RCL O ..ievveennns 1,0000 (2 )
RODL 1 veveeoranens 433,0000 (ag)
ROL 2 eeeevecenceo 38,0000 (al)
RCL 3 eevvennneone -626,0000 (ag)
ROT 4 teeenooeccas ~48,0000 (34)
BCT 5 eeveneacosas 214,0000 (35)
ROL 6 wveeenaneans 16,0000  (aZ)
ROL 7T seenceconcos ~-29,0000 (aT)

g4 se desea calcurs. ¥y = 8(2,5): 2,55 B ceeeneenns -3.230,7578
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ENTRADA SALIDA
B V, : F
NUM OBSERVACIONES DATOS UNCION RESULTADOS
! CARGAR PROGRAMA.
2 | dimacervnn s MAl PUNTOS DE Afoyp (NR7):
2.1 | Aemaceirdn, Otsenabaes BACEN20 , PARL k=0
cee, N ' ¥ s7o [ k]
2.2 ALMACEMEN. ADSCISAS RACIEND O, pana kz=o.. N Xy sro. Lx7
3 INGRIEESAR G RABO & (NISIAR N A N+
L | PAnRs tompPaosnal INTERPOLACION HECER , PA0A
CUALESQUIERA X sammE O 7 N k &8 0 Xy
‘ 53 Y
5 1 OaTENER cOGFIcENTES bEL POLINOMIO fuTER~
FOLAMNTE MACIENBD, PARRE k=0, ..., N roe. [ K] <2,
G | PARA BvaLuan BL PoLINOMio PdRd COALQUIER
X > 14

ARSeIsSA K, HAeCER

Pérna OFTRO cdso , IR 4 2,




e
g,g :f@ »ﬁ}i% ﬁ PROGRAMA :  ivrerrocacion PoLwomicd .
N2 | FUNCION || N2 | FUNCION |} N2 | FUNCION Es N: | FUNCION [I N2 | FUNCION || N2 | FUNCION
001 |4 taL 4 6| s70+3 W rees § s 1 6
2| g9 7| ree 9 i 2 - %} 7 N “ 9 B 21 -
3lhero || 8| e B 3lneweo || 8 3 8|
R, 9l f xzv al 1 He 4| ol
5| 1 040| aroz 5| o o s 80|
6| sro 8 1|k Fro F 6| -+ i 6 1
7\ 5 oL 2 AR DY 2 7 2
8| rcL 8 3| hsFo Eg 8| f x21 3 I s | 3 )
9 i 4| aro1 || o mea FCi) | 4 g 4 i
oto0} - ., 5|2 tLa llogo| x=v } 5 150 s ]
1| esx 6| ass7 || 1| x=1 Pl 6 1 6 )
2l 3 7|\ ra FC) Y 2le re | 7 % 2 7
3| = 8| «x I 3l h R7H 8 2 8
4] ret 9 9| arv s 4 v Q 4 g
5| + 050| net 3 |f 5 ! 120 e 1eo|
6 svofl | 1|k FZoO ] 1% 1 i 6 i1 i
7| b LBL3 2| sro-0) B 7 l 2 7 l 2
8|» £20 I 3| aro3 8 i 3 8 i; 3
9| arou 4 hLBLD 9 i 4 ) o4 i
020| rec £1 5| s;oe2 |loso s 60 sl
1 i i 6| zecco || 1 6 {1 E 6
2| -~ 7| srofI L 2 7 i{ 2 I 7 )
3] ase 2 } 8| cux 3 8 | 3 e ]
4| so-¢) || 9|nisee 4 i e | 4 » ; 9 .
5| rew I llo60| ret £40) 5 130 i s 200 E
6| asn o R 6 ] 1 6 BRI
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030 hiaL S 5] aroe 100 5 170 5
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4| sto-c) i 9| kLot ‘f*{i 4 9 4 9
5] 070| ree 1 I B fl140 l 5 210
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Olvo. do Wtlv. @ N2, 7 3] v . a Jalv o J5] % 2 Vol v .«
7% .a, 18] . x is| w~ ol xo %3'1- “ 2 Xe '_wfif’- I
Al x, , {é Xs iw{«‘; o §7 X5 g[é- ~—"_|i.9 i i
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b bicseczionsmiENTe PE Xe R | ]
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DESARROLIC DE ¥OURIER DE VAILCRES DE
T

1l.- Objeto.

Dados los m puntos Tor Too sees Ty 9o correspondientes &
m ordenadas igualmente espaciadas en el intervalo 0, 2T, y supuesto
gque tales valores se repiten en los sucesivos intervalos de exten=—-—
sién 2 , es decir, que las ordenadas vy corresponden a unea funeidn
periddica, el siguiente programa obtiene el desarrollo de Fourier o
aproximacidn trigonométrica & tales valores dada ?br

y = 85+ 8 COS X + 2, cos 2X o0t a ©o0s nx +
+ bl sen X + b2 sen 2X~+a..4“bn sen nx

en la que n< 8 y m puede tener cualquier valor.

Respecto a las ordenadasg, yo debe corresponder 2l origen O
y las sigulentes a los subintervalos de extensidén 2w/m, de tal forma
que la correspondiente a 27 debers cumplir Y= Vo-

Siendo el méximo orden n = 8, se cumple:

- 941 m% 16 el desarrollo llega a n= INT(m/2) y es una interpola-
cidn exscte = Jos m puntos, equivalente, pues, a un polinomio de gra-
do m~1. |

- 8Sim>16, el deSarrollo llega n= 8 y serd un ajuste por mini-

mos cuadrados o los m puntos.

2 i Iﬂé‘toﬁg o
83 1s funcidn = desarrollar es f(x), el desarrollo snterior

debe tener la mejor coincidencia. Aplicendo el método de minimog -~

rALl
cuzdrados: Q = ‘[ (y - f(X))z dx = min.

b . . -
Desearrollando las propiedades del minimo y por la ortogonalidad de

las funciones trigonométricas se llega a
X i
a = - f{x) dx 8 = = f(x) cos nx 4dx
o Taw J, ! n o o A
1 gm . :
b = f{x) sen nx 4x n=1, 2, cc.

0

I 4

Retos coeficientes de Fourier de la funcion periddica I

independientes del {ndice de los armdnicos gue se congideran

.
[
[&]
I~h
S
..s
H

-

me que, si se prosigue el orden Gel desarrollc, los coeiicientes y=

calculsdos permsnecen invariables,



3.2.2
En el calculo numérico se puede plentear desde un princi-
pio como sumas finitas, ya que la ortogonalidad de las funciones -—--—
trigonométricas, excepcionalmente, persiste cuando se trata de su-
mas., Partiendo, pues, de : m-
Q= Z (y-%(x)2 = nin.
js

se llegaria a

-1 K~
1 2 .
%07 W 3“}y' % T W :% 3 ©0% Xy
1S | 2 é?‘
= Z 1)357 bi= i éi yj sen ixj

‘l
[}

para i = 1 é ey M/2 - 1
Tal como se plantea en este caso, las abscisss x, se dedu-

cen facilmente ya que: ij 2mj/M. Entonces bastsa conooei.el or-
den de la ordensda para saber la abscisa, Aquellas habrsd que ingre-

sarlas en el orden correspondiente una a una,

3.~ Ejemplo.
: r . 0 . 7

Como ejemplo se ha escogido una sucesion de valores que co=-
rresponden g las amplitudes de una onda senoldal idealmente rectifi-

da cada 309, Ia funcidn es asi y = ABS(sen x) y los valores a ingre-

sar seran: k Vi
0 0,0000
1 0, 5000
2 0, 8660
3 1,0000
Etec. '

Siguiendo las instrucciones, hariamos:

12; A ® 5 & &6 9 & & 0 C 89 & &0 & Q0 O’OOOO
0 R/S tievoenvnnnonnnns 1,0000
O’5§ R/S .00..'..07.0'0.. 2’0000
0,86605 R/S eevevssvssss 11,0000
0,5; R/S e % & 0 6 ¢ 8 ¢ T ¢ ¢ O O 6’0000 (N)

Al recuperzr los coeficientes obtenemos:

RCL O veeeeese 0,622000 _

RCL 1 veeeee.. 1,900000 E-10 RCL.1 ...... 1,300000 E-10
RCL 2 weveesee=0,455333 RCL.2 ...... 3,000000 E~11
RCL 3 eeveee.. 9,379167 E-10 RCL.3 ¢..... 4,200000 E-10
RCL 4 ceeveesa~0,122000 : RCL.4 ..... .-1,250000 E-9
RCTL 5 weeeeo.. 1,280000 E-9 BCL.5 veees.=6,500000 E~10
ROT 6 weveennn -0,089333 RCL.6 vueen. -6, 870933 E-10

Si se hubiese integrado la funcidn verdadera hubiese resul-

tado by= 0 ¥ 8= 0O para i impsr.



TITULO:

HP-34C

DESARROLLD bE FOURIER

bE VAltowrs be Fudeiow DISCRETDS, -

Instrucciones de uso

ENTRADA . SALIDA
NUM OBSERVACIONES paTos| FUNCION ocoiiTADOS
1 CARGATR. PROGRAMA.
A INGRESAR NUMERD DE PONTIS DISPORIDLES
IGOALMENTE ESPACIABOS BN EL PERIOID 27
E IRICIAR. M A O ooeo
3 | Pand k= O, ..., M- . (NGRESAR LDS VALDARES by
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Pana Lwn NUSVO caso R & 2,
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DESARROTIO DE FOURIER DE FUNCIONES DISCRETIZADAS

1.- Objeto.

Dada ls funcidn continue f(x) para 02 x< 270 , el siduien-

CJJflClént@S del dessrrollo de Fourier

W0

te programa calculs los

0 1
+ b1 sen(x) + b2 sen(?x)%=.g,-rbn sen(nx)

£(x) = 8y + 2, cos(x) + 8, cos(2x) + ...+ a8 cos(ux)+

con n<7. La funcidn f(x) que se desea aproximer deberd ser progra-

-

mable, debiéndose tener en cuenta Jque, S1 para algun velor de X = 2

presentase su derivada alguns discontinuidad, es decir, si f(x) pre-
sentars slgin salto de forme que para f(z - 0) = z, y para  ——=

1

£ deberad tener en cuenta

f(z+ 0) el programa gue calcule £(x

AY
227 J
tal discontinuidsd tomando como valer de la funcidn el valor medio,

es decir f(z) = (z.+ zz)/Q,

2 P Nfét@do °
E1 método seguido es idéntico al de¢l programa anterior, ¢ -

sea, Se calculan los coeficientes de acuserdo con

#- M-\
= Zj‘(x Y s a,= gmﬂ* Jeos(ix,) b,= gf:if‘( sen(ix.)
M ’ A Vi R A i M= B

j=o

'Y

pera i = 1, 2, ...y M/2 = 1, ¥ Xy 2 27 j/M.

En esta ocasidn M es definidse por el usuario teniend io en
cuenta 12 precisidn desesda. A mayor M mayor exsctitud en la inte-
gracidn de los coeficientes. Si M > 14, entonces n=7 y el desarrollo
es un ajuste por minimos cuedrados. Si M= 14, n=M/2 y el dessrrollo
es une interpolacidén exactz a los M puntos con b =Oﬁ Puesto que, 2

diferencia del programa anterior, hay libertad para le escogencise de

M, se preceptia que ésts sea par.

de antes, y= ABS(sen x), pertenecien-

0
te o una onda idealmente rectific=ada. RBajo B lz programsmos haciendo

059 LBL B
060  f SIN
061 h ABS
062 h RTN



3.3.2

Se han efectuados dos casos para distintos valores de M.,
Une vez corridos los dos ejemplos, se tabulan a continuacidn los re-

sultados comparéndolos con los valores correctos:

M=12 (4 n 18 s) M=24 (10 m 10 s) Val, exactos

2, 0, 622008 0, 632980 0, 636620
2, 1, 300000 E-10 =3, 600000 E-10 0
a5 ~0,455342 -0, 431795 ~0,424413
a3 ~8,620833 E~10 .5, 400000 E-10 0
8y -0,122008 -0,092582 ~0,084883
ag 9, 300000 E=10 8, 590000 E~10 0
ag ~0,089316 - =0,044658 -0,036378
e L Cmenn T 1,242000 B-9 0

Los valores de bi’ aue deben ser todos nulos, han resulta-
do con érdenes E-9 y E-10. Como se aprecia, para conseguir algo de
exactitud, se re@uiere valores de M elevados lo que resulta en al-
tos tiempos de ejecucidén. Esto se agudiza tanto més cuantas mayores
discontinuidades tenga la funcidén en su derivada, como pasa en la

del ejemplo en los puntos O y 1T,
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Instrucciones de usc

ENTRADA SALIDA
NUM OBSERVACIONES FUNC 3
paTos| FUNCION Hocq tanos
/ CanaAn  PLOARAMA .
2} PeogRAMAR. BAaJo LBL B EL £ALCULO bE Y= ECX)
BUFPOMIENDO A X EN YL REGISTRO X v DE/ANES
A Y BN EL MISMO RESISTAD . HAY BSISPOAYSLES
BEL Pasp D60 AL O34 con Minauw RSaisTo
O MEL Pasg 06D AL D70 coml R.8 v R.o  Yas-
BIEN SE BISPONE by LGBL | 4 WBL 5.
3 PAEPARAR. PROSCAMA MACIENBD £ RrRez
£ Rra>
t ALPIACEISAT,. NOMERD BE PUMJTOS be 4200 fanry M Ero ., O
s VAT -3 A ”
G | EcwrERAn COBFICIENTES DEL bESANAROLLD
HAECIENBO , PARA k=O (.., N Rew Lk =
Pands K=, ..., N re . L] by,

(Sl Mty , Nz7 y e bES4R0LLD 63 Ua 4405

YE POR AMAmDS  CUabadbos . St M2 ik,

N=M/2 | v &L DESARROLLS ES UNA 12371500 -
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3.4.1

DESARROTLIO DE FOURILR POR INTEGRACION DE

COEFICTERTES

bjeto.

Dada la funcidn continua f(x) para 02x<27W7, el sigulente

.

progreame calcula 108 coeficientes de Fourier, uno & uno, del desa-

rrollo £(x) = a4

+ o8y cos(x) + B cos(Ex)+~e..*-an cos(nx) +

+ bl gen(x) + bz sen(2x)%’,a,4-bn.sen(nx)

para cuslouier n. Ia funcidn f(x) deberd ser programable, debiéndo-
tener en cuentaAque, sirpara algin valor de X = 2 presentase su

deriveda alguna discontinuidad, es decir, sl £(x) presentara algin

salto de forma que para f{2m0):zl v para f(z+0)zzg, el programa que

calcule f(x) deberd tener en cuenta T 2] discontinuidad tomando como

velor de la funcidn el valor medio, es decir, f(z):(zl+ 52)/2a

Ademds, y pers evitsr el céleulo de coeficientes que debe-
réan ser nulos, se tendrdn en cuenta las siguientes reglas:

~S1 1la funcidn T(x) es de simetria pQL;ves decir, es simé—
trica respecto al eje ¥, cunpliéndose por tanto f(-x)=Ff(x), se debe-
réd cumplir b,= O para ‘cuslquier i.

~Si 1a funcidn es de simetria imper, es decir, simétrica
respecto al origen, cumpliéndose por tento f(-x)=-f(x), se debersd
cumplir ai:O para cualguier i.

-S4 1a funcidn es de simetria completa, llemada ssi uns
combinacidn de las anteriores que podria expresarse como f(-x)

+ £(x), v que cumple la propiedad de que f(x+m)==F(x), por la cual
se repite la forma de la curva en cada cuarto de periodo, entonces
debexd cumplirse a = 8;= by= 0 para i= 2, 4, 6, etc.

2.~ Método.

No es facil resistir la tentacidn de calecular los coeficiler
tes de Pourier por integra icidn QLferq empleondo la potente‘funcifn
;z de aue esta provists la HP-34C., Sin embargo se prevén larges du-
raciones de los calculos de coeficientes de Ordenes =ltos debido =&
1lgz gran oscilatoxriedad de los mismos.

Tn efecto, tal comd se ve en el ejemplo, lo integracidn —-—

e -

de 24 del desarrollo de f{x)= ABS(sen %) con 5 cifres significeti-

—— demen R FA e A



34,2
Tretando de evitar tan lerges duraciones se ha intentado el
método indicado por William M. Kehan {"padre" de la implantecidn de
{7 en 12 #P-340) en el articulo "Hendheld Calewlator Evsluetes In-
tegrals", aparecido en Hewlett-Packard Journal, August, 1980, pag.

31. Aplicado & este caso, tendrismos:

rait 1 zﬂ_g'
8= %. f(x) cos(ix) dx = ézz f(x) cos(ix) dx
° =1 JE(GeD

en la que se ha descompuesto el 1ntervalo de integrscidn en i sub-
intervalos. Después, cambiando el sumatorio y la integral y hacien—

do la traensformecidn ix = ¥ 1legariemo% o

'eré, ) [N

§§ “cos(ix) Zi f(x) dx = L cos % :Z: Et* Zrz(ﬂ"l)]

TS L7

I=1 =1
St r
Resuelto asi el problems, 1a solucion del 219 de antves tar-
ds en llegsr 39 m 6 s. jPor qué asumentd la duracidn?,

Repetidos 1los cédlculos se pudo comprobar gue la integrs ascidn
directs del coeficiente representaba la evaluacidn de 511 veces el
integrando ABS(sen x) cos(10 x), mientras que el empleo del método
sumatorio sblo lo evalusba 63 veces, Sin embargo el sumatorio se eX-
tiende a 10 términos, lo que renresenta 630 veces la eva1ua01on de
ABS(sen x), ademés de que el célculo del integrando es mas largo
puesto que ha de acumulsr la sumsa.

En definitiva, si bien el método de Mr. Kahan consigue la
misma precisidn con un considerable descenso 3dal nimerc de evalua-
ciones del integrendo, en este caso no se traduce, en general, en
una menor duracidn debido a le mayor complejidad de la evaluscion.

Asi pues, la solucidén sdoptada es la de la integracidn 4i-

recta segin las foérmulas:

an PA i

1 1 o \
ap:-gg e f(x) ax 8. = ) f(x) cos(ix) dx
aw
bi: % f(x) sen(ix) dx , coni=1, 2, ... etc.

<]

3.~ Observaciones.

Para discriminar entre el cédlculo de 8, © bi se ha recurri-
do al "flag" O, que es puesto © borrado por laes entradas A o B. Asi,
el prokrema se mantiene comin 2 smbos célculos sslvo la evaluacidn
de COS o SIN en la subrutina 1 del integrando que se decide segun

1a situecidn del "flag" O.



3.4.3
4,~ Ejemplo.
Sea la funcidn y = ABS( sen x ), resultado de la rectbi-
ficacidn ideal de onda completa.

Programada bajo O seria:

046  IBL O
047 £ SIN
048 Tk ABS
049 h RIN

Ajustendo la notacidn a SCI 5 para obtener 6 cifras exsc-—
tas resulta:

O3 A veeveeven. 6,36620 B=1  (2,) ( 4 m 22 s)
25 A vecoceceee —4,24413 E-1 (ao) ( 8nm 47 s)
4y A ceeeeeeoes —8,48826 E=2 (a4) (17 m 28 g)
105 A evveeseses =1,28610 E-2 (a,0) (34 m 40 =)
Los coeficientes a, jmpares (i= 1, 3, ...) asi como los bi deberin

ser nulos por ser la funcidn de simetria par y completa.

E1l Gltimo caso calculado, se ha tomado como base de

#107
comparacidn entre los dos métodos descritos antes. Con el progra-
ma enlistado j? calculd 511 veces el integrando, Sin embargo, to-
dos los resultados fueron correctos en las 6 eifras mostradas. Por
consiguiente, y sntes de enjuiciar la integracidén directa, seria
neceseario probar con otro método (por ejemplo, el del programa an-—
terior) y comparar la duracidn necesaria para obtener la misma exac-~

titud, prescindiendo de que, por memorie, el ntmero de coeficientes

o

w

estaria limitedo, y por método, realiza acumulsciones innecesarisa
para coeficientes nulos.

En resumen... es cuestidén de no tener prissa.
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3.5.1

DESARROLIO DE CHEEBYSHEV

10"' O‘b’.}e‘tcs

Posent. Susihifnd
Dada la funcidn continua y=f(x) en el intervalo Az x< B, el
siguiente programa obtiene los coeficientes del desarrollo de Cheby-

shev dado por
1 2

'—'—-"O_O+ lel+ d2T2+.oo+dnTn

y= do + d, cos t + d, cos 2% +...*‘dn cos nt =

en la gue Tiz cos it, para u = cos %, son los polinomics ortogona-
les de Chebyshev, con -l< u<1l., El programa calcula hasta le’ N
con m> 20 puntos de apoyo para f(x), resulta un ajuste por minimos
cuadradoes.

Is expresidén del desarrollo obtenida es en funcidn de le
variasble unificada u. Con el programa 2,10, despusés de economizar
si procede el desarrollo, se podré obtener un polinomio en u. Por
Wltimo, con el programa 2.11 se obtendra el polinomio egquivalente

en la varisble original x.

2.~ Método.

Al tretsr de ajustar o interpolar una funcidn aperiddica
cualquiera y=f(x) mediante un desarrollo de FPourier, cabe suponer
una falsa periodicidad en el intervalo considerado, equivalente a
0 < 27w , pero, salvo que'casualmenfe se cumpla y, = Yo presenta-
rd discontinuidedes en el origen, entorpeciendo la exactitud del --
ejuste y'requiriendo mayor numero de puntos de apoyo.

T2 solucidn del problema estd en hacer un cambio de varia-
ble determinado. En primer lugar, si el intervslo en qﬁe se deses
ajustar f(x) es A + B, debemos hacer f(x) = g{u), con =1<u<l, y
Az -1y Bz l. Tras esto, 81 u = cos %, el intervalo de u(-1,1) pan
sa a ser t(-w, 7). En el nuevo sistema: (%, y) la funcidn gi(t) se
reproduce deformada d0s veces, una en el intervalo (=%, 0) y otra
de (0, m ) siendo inevitable (=T )= g( 1), eludiéndose asi el pro-
blema de la discontinuidad.

El método o seguir es el mismo que en un dessrrollo de Fou-
rier, excepto el cambio u= coS t. Ademds, por la simetria respecto

al eje YY' resultante, los tédrminocs en sen son nulos.
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ssi, pues, el calculo de los coeficientes d, es similar al

i
de los a8y de los programes precedentes, resultando:
kid i
1{ _2 (7 .
d == . cos it dt

en las que el intervelo de integrac cidn es 0 =71 por la simetria an-
tes citada.
Tgual que en el desarrollo de Fourier, la ortogonalidad de

las funciones trigonome dtricas se extiende también a las sumas fini-

tas, pudiéndose entonces poner:
miej n-t
l Sy 2 = s
a == jﬁ Y- d,= = v. cos 1%,
o n J=o J i n J=o dJ J

en las que Y= g(t ), uy= cos tj, v tjz w(2i/m ~ 1).

En resumen, el metodo‘seguido consiste en:

a) Dividir el intervalo (-mn, V) en m subintervalos a defi-
nir por el usuaric. A mayor m, mejor sproximascidn. Se obtienen asi
los tj segin la formulsa enterior.

. b) Con cada tj calcular ujz cos tjﬁ Conocidos los limites
A, B, obtener la Xj correspondiente a u mediante el cambio de varis-
ble necesario. Asi se llegs a ¥ 4= f(x )

¢c) Hacer las muEac;énes neceud?:as segin las Tormulss

sumatorias anteriores gue nos dan los coeficientes buscados.

3.~ Observacicnes.

Por restricciocnes de slmzcenesmiento el programa llegas hasta

4 o

d si bien esto serd suficiente en la mayoria de los casos, Nor-

10’
malmente, al empleo de este programa debers seguir una economizacidn,
tal como se vid en los programas 2.9 y 2.10, mediante la cual se re=
duce el grado del polinomio ajustado al minimo tolerable segin el ——
error fijado.

asi, pues, la utilidad de este cédleulo es extraordinaria
cuando se trata de obtener aproximaciones polindémicas a funciones

cuglesquiera, tal como se ve en el ejemplo,

4,~ Ejemplo.

priad < Bnelivied Seesiodt
Se trate de sproximar, medisnte un polinomio, la funcidn
» ' ) - A "'7
exponencial en el intervelo -1, 1, y con un error Maxino de 10 .

s h e e X P Y
Programamos, bajo B, la funcidn e” y fijsmos m= Z4.



Haremos:
1; CHS; ENTER % ; 1; ENTER | ;
24t A Liececocsscencanens 1,0000 (10 m 22 s)
Recuperamos shora los coeficientes obteniados, con FiX T

ROT O evvesvoccconncns 1,2660659 (do)

ROL 1 eeecencoceaosnses  1,1303182 (a;)
ROL 2 vvveoneancaness  0,2714953 (a,)
ROD 3 eeeeeeancecasees 0,0443368 (dB)
ROL 4 eevvvenenacons .. 0,0054742 ta,)
RCL 5 veovans teeeveess 0,0005429 (ds)
ROL 6 vevvencencons ce.  0,0000450 (ag)
ROL 7 eeeeecccnaoncass 0,0000032 (a)

ROL 8 wevveeenenecnasee  0,0000002  (dg)
RCL9 & ® ¢ ® ¢ ¥ 2 6 ¢ 0 C ¢ e e e 134’14000 E”B (dg)
ROLuO evvneveeenececse  1,390000 E=9 (d )

Con el error fijsdo, podremos despreciar los dos Gltimos
coeficientes. Empleado el programa 2,10 obtenemos la siguiente ex—
presidn poliﬁémica final:

X - 1 +0,999999 % + 0,500001 x° + 0,166674 x> + 0,041666 " +
+ 0,008317 x5-r‘0,00139 X6 + 0,00021 x7-+ 0,00003 X8

vélida para el intervelo -1<%x< 1.
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3.6.1

DESARROLIO DE CHEBYSHEV POR INTEGRACION
DE COEFICIENTES

1.~ Objeto.

Dada la funcidn continua y = f(x), definida en el intervalo
A%x %23, este programa obtiene, unc a uno, los coeficientes del de-
sarrollo de Chebyshev dado por

;}r = do -+ lel dziz -, ° % *+ dnTn

con n hasta donde proceda. ILa expresiodn asi obtenida estd en la va-
riable unificada -1% u<l, siendo necesarios los programa 2.10 ¥

L4

2.11 para obtener la aproximecién polindmica a f(x).

2.~ Método.

Estamos en la misma situacidn que en el programa 3.4. Aqui,

el desarrollo del mdtodo indicado por Mr. Kehan llevaria a la expre-

sidns v
2

d,.= -, co
1 Wi

0

8 2 (-1 2w at
Jsl

] e T (7
con U= COS8 i 1(3 1)

Como antes, se ha efectuado la prueba comparstiva entre es-
te método y la integracidn directa de los coeficientes, resultando
una durgcidn mayor en un 80% para aquel.

Fn consecuencia se ha elegido la integracidn directa de los
coeficientes segin

v
d";‘ ydt d,=

o T i W
o <

haciendo el progrema todas las transformaciones de variables necesa-

i

y cos it dt

rias,

3.—- Observaciones.

Por el propio objetivo del programs, la obtencidn de los
d; se efectlda uno & uno pero secuencialmente. E1l usuario se deten-
dréd cuando ewende comience a obtener coeficientes inferiores al e=-
error prefijado, Ia precisidn obtenida dependerd de la notacidn ajus-

tada, que es con la que trebajara in .



3.6.2
4.~ Ejemplo.
Se desea aproximer polindmicamente e¥ en el intervalo ——-

-1<x%2 1, Programada la funcidn bajo IBL B, haremos:

1; CHS; ENTER Y 5 13 A wevrvnnnn... .. 0,00000

Y i ie e ittt iee e, 1,26607 (a,)
R/S ...... ettt ceeeve. 1,00000

b= G Ceteseeiiiivereaeaes 1,13032 (a,)
R/S vevennnnn. e e, cee.  2,00000

D= A Ceseees .. 0,27150 (dg)
ETC.

El tiempo de cdlculo es de alrededor de 5> m para cada coe-
ficiente con el FIX 5 elegido. Sin embargo, leyendo los coeficientes
con FIX 7 (fijando después nuevemente FIX 5 para el siguiente cdlcu~
lo), obtenemos:

doz 1,2660659
d.= 1,1303182

1
d,= 0,2714954

2
Etec.
Resultan mas préximos a los verdaceros que 10 que cabria pensar ya
que el margen de error que resulta de ;{i es mejor que las cifras
ajustadas. Por ls propis naturaleza del empleo de este programa ~-—
convendréd, en general, trabajar con FIX y no con SCI, 1o que acorts

el tiempo de ejecucidn.
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’

instrucciones de uso

prate

UM

e

ENTRADA,

L b A e A S TS S AT

| saLips |

BSERVACICHES DATOS FUNTION tRESULTA
/ CARGUR. PROGRAMA . i ‘ 4
2 | PROGRAMAR Bdvo LBL B EL cdreyto bE Y= F(X), su-~
PONIENDO 4 X BN EL REGISTRO X ¥ beudubo 4 Y En gL
MISHO RECISTRO. H4Y BISPOsSIBLES BESdE O4KE 4 070
€oN Rg A R.g O BieN bESDE OLE 4 175 siv miNGoN
RECGISTRO . AMEMAS BE LBL 4 4 LBL 9,
3 | 4YUSTAR MUTACION SEGUN PAECISION REQUERIDG,
U | wargsan LiMITE InFeRoR A enTER f I
LIMITE SUPERIONR 8
E INICIAR A o
S | OBTENER COEFICWETE DE ORbEN O x gy do
& | PaR4 SucESwWOS COBFICIENTES Hacen , PiRA k=1,
2, ... M4STA DONBE SEA NECESAR/O R/s . wa Kk
XxXsy dﬁ
7 | Pird un wmuBvO caso , R 4 2,

NOTBR @ EM Bl FP4S0 6 , 40BM4S X SER PRESENTADD

EMN PANTALLA di , QUEDL dLPMACSNADO EN R, Hig-

74 QUE Ir4s SEA catevLdado,

S1 SE TIENE NECESDAD M APAGAR L4 CALcULAd0-

R4 , SE PODRA RESAUMR EL CdicvLg ,TRIS $u PUES-

TA EW "ON', conw  G3R 3,
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3.6.4

: DESARROLLO DbE cHERYSHEV FoR mT&‘qucw'm

| FuNCion b FUNCION FUNCION J} N2 (e U f Nk fumcm;;\n‘
e fL:st - ;i GA ; . : ; o E; : SO |
2| ¢ Reb g; 2 -f 7 o ;m} ““““
3] sroq ? & ; e 5 g“'“ﬁ —
47 STO 2 §: & f 9 G i G T
Bl Ry ; . m} 5 ,§1£:(3
élsto~1 % ilaweLo § G P & ©og o
7lsro-2z = Y N 7 3 i
8| 2 o2l Rre I THs 3 TTaT )
glsorr B4 I {4 o |
C10) s 22 i 5] Rz foss E 50 { 5
i eex I o K | © 1 e
2 sy L YihwLe || 2 i 7 2 Ty
alf Jlo f ¢ 4 I 9 4 o
51 arez 050 5 1120 5 1o
GlhAwL3 {4 6 I 5 7 ;
719 rRad f 2 7 i 2 7 , 2
I e f B I “_s
_@lsm+u4 Loz g i 4 e :; /4
o020l o IS 0en 5 ee | B
iVhoom i o I G 1} § G
2l f S 7 2 7 2 i _ﬁ
sl oz s 3 8 3 i
i e 4 g 4 I o
5|k hLz 1Goo 5 l1z0 5 200 T
6la m P 6 P 6 Y R
7| = 7 7 2 7 P -
8l sw 0 3 g 3 e )
9 rL G4 I 4 g 4 9 y
030| R/s 3 100 5 0 5
_tlam3z 4 6 1 & 1 &
AR 2 ; 7 2 Ty
5; sT03 & @ i 3 i & 3 g
4| asno 4 9 4 9 -
5 }'z‘&_‘z | 5 a0 5 :535
Registros
[ ___g,:_”_%}z 1]k N T Y s e
v e o i I —
4 el X I -9 i
Etigueias Flags
A : INICI4 caLeoLD . h
B cdrewrs = F(x). 4 PROGRAMAR POR BL USUARIO. -
0.71,2 v 3 _, o i

Modo anaular
R&D

@

Motacion

s o s,




SOLUCION DE ECUACICONES DIFERENCIAIES DE
RIVER ORDEN

g

10"" Obje'tO.
Dada la ecuacidén diferencial de 12 orden y'= f(x,y) v los

valores iniciales y(xo)z Yor ©l siguiente programa obtiene aproxima-

ciones numéricas a la solucién y(x) = y.

Para genersr las aproximaciones g yﬁ: y(x + nh), siendo h
un tamafioc de paso fijado por el usuario y con n= l, 2, ...y Se em—
plea‘la férmula ebierta de Runge-Kutta de 49 orden:

1
1= Ty * E(kl'* 2k, + 2k_ + k4)

n 2 3
siendo: klz h f(xn, yn)

k2= h f(xn+-h/2, Y * kl/Z)

k3= h f(xn4-h/2, yn*'k2/2)

k4= h f(xné-h, v, * k3).

Aun cuendo en la integracidn de un paso se ha de calculsr
f(x, y) cuatro veces, la precisidn del resultado es notable, sien-

do proporcional el error a h5.

3.~ Observaciones.

A pesar de la sparente complejidad del método, se ha podi-
do reducir el procgrama con el empleo del salto indicado. A trovds ——
del registro T el programa salta a la etiqueta correcta que prepara
a las variables x e y para el siguiente cdleculo. Si bien esto supone
que las veriasbles x e y han de estar almacenadas, sdlo represents
un pequefio trabsjo accesorio a ls hora de ingresar los valores ini-

ciales.

4‘0"" E;}emplo.
See la ecuacidn diferencial
¥ = 1/%x% - y/x - y°
con xoz 1l e yoz -1
E1 progreme se prueba con h igual a 0,1, 0,05 y 0,025, lo

que daré idea del efecto del paso.



4.1.2

Los resultados obtenidos se tabulan seguidamente:

tonmh = 0,1

A}

X ¥ y

1,1 -0, 902089993 0, 826447114
1,2 -0, 833331802 0,694445720
1,3 ~0,769228788 0, 591717500
1,4 -0,714283377 0, 510205751
1,5 -0, 666664029 0,444446203
2,0 ~0,499996197 0, 250001902

Con h = 0,05
1,1 -0, 909050849 0, 826446335
1,2 -0, 833333233 0,694444528
1,3 -0, 769230640 0,591716076
1,4 -0,714285562 0, 510204190
1,5 -0, 666666495 0,444444559
2,0 ~0,499999752 0, 250000124
Con h = 0,025

1,1 -0, 909090905 0, 826446285
1,2 -0,833333327 0,694444450
1,3 ~0,769230761 0,591715983
1,4 -0,714285705 0, 510204089
1,5 -0, 666666656 0,444444451
2,0 -0,499999985 0, 250000008

Evidentemente ha sido necesario efectuar dos pasos de in-
~tegracidn por cada valor tabulado, y custro pasos, para los tama-

fios 0,05 y 0,025 respectivamente.
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ENTRADA SALIDA
NUM OBSERVACIONES 1 FUNCI N
DATOS ON IRESULTADOS
] CORG AR PROGCAMA
R
2 | ProGrarAR |, Bavo LBL B | ta reuacion ¥'=flav)
.
SuPomiENbe 4 X N Ro & v 6n B, . devda ¥ gwn
EL Rgqismo x,. HAy DISPomirLES BE 050 4 OF0
- » T
wn Ry 4 R.g 0 b 050 4 15 sInv NG UN RE-
QUISTrRO,
—
3 | 4vwustan Moro amnavian | Si FROCENE
]
]
i ALLIBCENAR. VALDRES INICIALE S Xo S1o o
Yo sro
§ | ALrmaceran Tarmaso SEL, PAS o b S7o 2
[~ WWiers R & mrscnan  wun A0 X
Xy y
7 Fana oRTENER &L vAlLOR CORRESFONBIENTE b vt & y!
8 | Pans suvcesivos valones ;=X +ih v eonnex-
POMDIENTES BE ¥ & Y  reremr 6 v 7 rang
L= 1,2, - HasTy bowdbE SEA NECESARUO .
9 | Pana oTeo BMARo vE PASD . IR a b,
o PAns UN NUSVD Cdso AR A 2




Lol 4
34@ @ PROGR;&MA i IOl dE ECUACIONES BIF, dg &R GRADO -

N* | FUNCION - | FUNCION Nz FUNCION?I N2 | FUNCION ” N2 | FUNCION N: | FUNCION

001 | henea 6{htorz

B v ‘

“ihsm3 8 sro+4 T
N ey e

_sm fI 045 huLiao

cLx

1

STO & j
h LBL Y 3 <

y

6
7
8
9| asm o
0
1
2
3

A ICIEI I Y
—
N
o

a 1
2
= -
; L
090 5 5|
1 6 BE ,%“5“ N
2 7 % 2 7
3 8 3 s|
4 9| 4 of 7
5 130 5 200
6 1] 6 T N
7| 2 7 o T
8 3} 8 3| ]
9 4 9 T4 -
100 5 170 | .51
1] 6 1] 6 o
2 7] 2 7 ]
, 3 8 3 8| o
4] sroso 4 9 4 gl N
5|6 re BE 140 5 210
Registros
1o X 1 Y 2 h 3| uniz. 4| Uiz, 5 . 6
7| 8 ) 0| E .2 3
4l .5 6 7 .8 9| NV
Etiquetas ' ' Flags

A : DGTIEME (¥ INTEGQ‘d&l Al bE UAN PLASO .

B : Carcors Y f(’X.v_; 4 Froqrarar Pon EL usuwe.:o.

123y£;

Modo angular Notacion




SOLUCION DE SISTENAS DE DOS RCUACTONES

DIFERENCIATES DE 12 ORDEN Y DE ECUACTO-
NES DIFERENCIALES DE 2° ORDEN,-

1.~ Objeto.

[ S
Dado el sistema de dos ecuaciones diferenciales de 12 or-
den: y= £z, y, z)
z = g(x, y, 2z)
v las condiciones inicisles Y(Xo)zyog z(xo)zz

o? el siguiente pro-

grama calcula aproximaciones numérices & las soluciones:
y = y(x) 35 2z = z(x)
para intervalos de la variable x definidos por el usuario.
Asi mismo, se puede emplear para obtener eproximaciones a
1z solucidén de ecuaciones diferenciasles de 29 orden:
yi=flx, v, 7))
mediante la equivalencia: V=g

A AR

z =y = f(x, Yy Z).

2 el Mé’t Odo ®
Se emples la férmula abierta de Runge-Kutta de 40 orden,

que aplicada a un sistema seria:

1, . _ 1o
Vpe1™ Tgr glEgm2kyt2lyri ) Zne1™ A glmyremyr2mprn, )
ko= h £(x 5y 52) | | m,= h g(xn,yn,zn) |
kzz h f(xﬁrh/z,yﬁvkl/Q,znfmIZQ); m,= h g(xﬁfh/?,yﬁfklzz,zﬁfml/Q)
k3: h f(xg-h/2,yﬁ-k2/2,z£~m2/2); m = h g(xﬁhh/nyﬁsz/Z,ZE-m2/2)
k4: h f(xn+ h,yn+k3,zg m3) m,= h g(Xn+h,yn-rk3,zn+m3).

El tamafic del paso, h, lo define el usuario, teniendo en

cuenta que el error es proporcional = h5.

3.~ Observaciones.

El programa es idéntico al anterior en cusnto & su estruc-—
tura, salvo 12 duplicidad de cgleculos por ser dos ecuaciones. Nue-
vamente, el empleo del selto indicado, reduce considerszblemente la

extensidn del progrsma.



4.- Ejemplos,
a) Sea el sistenma Vi= Y4z
z'= 2 -y
con y(0)= 0,1 ; z(0)= 0,2,
Tras programar y' y z' bajo A y B, emplesmos el programa

con dos temafios de paso:

Con h = 0,1
X v Z v z*
0,1 0,13203167 0,20889667 0,34092833 0,07686500
0,2 0,16823689 0,21514573 0,38338261 0,04690884
0,3 0,20873944 0,21802286 0,42676230 0,00028342
0,4 0,25359551 0,21671792 0,47031343 -0,03687759

$
y
b
9
1,0 0,60434264 0,06500178  0,66934442  ~0,53934085

Con h = 0,05

1 0,13203157 0,20889664  0,34092821 0,07686507
2 0,16823667 0,21514568  0,38338235  0,04690901
3 0,20873907 0,21802282  0,42676190 0,00928375
4 0,25359497 0,21671792  0,47031289 -0,03687706
5 0,30277677 0,21033389  0,51311066 - -0,09244288

oNeNeNoNe,

9
b
1,0 0,60434059  0,06500316 0,66934375  =0,53933743

b) Sea la ecuacidn de 2° orden y'‘= -y, con las condicio-
nes inicisles y(0)=0 ¢ y (0)=1.

Puesto que la equivalencia a considerar es V' =2 § =——ee—

z =y ‘= -y, las dos funciones se progremardn simplemente:
h IBL A h IBL B
RCL 2 RCL 1
h RTN CHS
h RTN

¢ ingresaremos: O; STO O; STO 1; 1; STO 2. Empleando h = 0yl =—mem
(0,13 STO 3) resulta:

X v z=y"
0,1 0,099833 0, 995004
0,2 0,198669 0, 380067
0,3 0,295520 0,955337

Ya que la solucidn es y = sen X, se obsServard que las 6

cifras son exactas. E1l tiempo de integracién de un paso es de unos

20 s,
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Instrucciones de uso

ENTRADA .
NUM OBSERVACIQONES DATOS FUNCION Rggﬁ?ﬁ[}os
CARGAR. PROGRAMA .,
2 | ProGRAMAR LAS DOS EruscionNES : BAJD LBL A .
V(X)) Aaso LBLB, B'=0(x,Y.2), suromen-
PO A XBM Ro ,Y BNR Y BEN Ry, Hay LisPOMIGLES
%6 Rg s R.g & 70 Pasos D& PROGRAMA FPara 4m-
nas,
3 | svustan mobo amcuLLR |, S| PeocedE,
U ) ALmacerranr varorge Iie/aLes Xo £T0 ©
Yo s7To I
25 STo 2
S | atmacean TAMANO BE Paso (4] Sro 3
& 1RICIAR. LA (WTBGRACION s O X,
& e~ Y,
e ri 2,
7 | Pang ORTENER Lo3 VALORES bOF LAS BERIVADA-S
HacER A A
2 2,
8 | Pord LA INTEERACION ME SUCESIVOS PASOS TAL QUE
Xz Xpo+ih |, PARA [ =.82,... HASTY Donbe S5gq ME -
CESARIO | MACER r/s x;
2 r3 Y
o r{ 2
A v!
B i
9 | Pana MOBIFICAR TaMARO b5 Paso . IR A U,
10 | Pare un muUsVY cds0 , IR A 2.
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-gé{ @ pROGRAMA : SISTEMas b 2 Ezusc. biF. be IER GRABO -

N2 | FUNCION = [ FUNCION ,; N2 | FUNCION H N2 [ FUNCION § N°¢ FUNCION |} N2 FUNCION
001 | hiae o 6 [ 6 1 6
2| cLx ‘—7 2 7| 2 ~;~
3| smoc 7 3 8 a3 ] 7M
4| w7 | o 4 9 al e
5| rec’  lo4o] 5] 110 | 5 80| |
G| sy 6 1 T ‘b |
7| Rz || 7 2 7 e
bﬁ—*s_ o & _ 8 3 8
' .9 s 4 T 4 9
010| sro fr‘q&z 080 5 150 |
1 b Lo g 6| ree 8 1 6 R Bl
2| csmo4 7| sto+1¢ 2 7 2
3| re 3‘_[ 8] eLx 3 8 3
| 9 4 9 4 ]
, 5 120 5 T
' 6 i *' 6 ]
7 2 7
EEREESE
9 4 9 '
;@o | e “eo i
K 6 il
2 7 2
3 8 3
ST0 + & 4 5 *‘ 4
aro 4 5 130 5
1 h oy 6 1 6
G 7 2| 7
ST0 -6 8 3 8
sro 7 g 4 9
RcL 6 ?OO 5 170
STO+ 4 1 6 T
—eL 7 2 7 7
STO+ S " 3 8 3
rees |l 4 9 4
sz |l 5 thao 5
y 1&2 2 13| & 4| uritis. Uiz,
UHl'e r 9 F) A1
!;s 7 .8 £
' Flags
A caweuny y'z f(x., 2). & PROGRAMAR POR BL US04RI . o
6-——:5;‘!.60%4 glx2). 1.ab. 2, e
0: mreaes on Pass i S
1,23 r k.

Modo angular Notacion




4.3.1

SOLUCION DE ECUACTONES DIFVERENCTIATES
DE 3¢ ORDEN.-

1.- Objeto.
Dade la ecuacidn diferencial de 32 orden
v A AR ¥
yii= 1z, 7y, 7,5 )
v las condiciones iniciales y(x )=y 3 ¥y (x )=y 3 ¥y (x )=3", =
o 0 0 ) o o
el siguiente progrema obtiene sproximaciones numéricas a la solucidn

y = y(x) para intervalos de la variable x definidos por el usuario.

2.- Método.

En esta ocasidn se emplea la formulae abierta de Runge-Kutta
de 29 orden. En reslidad, la ecuacidn de 3° orden se puede transfor-
mar en un sistemz de tres ecuaciones de 12 orden, y, aplicando la
formulscidn de Runge-Kutta, se obtienen las fdrmulas de integracidn:

Fe1® Yy B2 W)

A Y 'l:‘l N
Ine1™ In* 2(2yn ¥ hkl)

AN Y

«+. h,
yn+l= yn * 2(k1+ k2)

k1= f(xn’ yny ynf yn )

k= f(x#h, yrhy , y+hy ; y '+ hk)

Al tretarse de la férmula de 2° orden, el error es pPropor—
cional a h3, y por lo tanto de menor exactitud que las empleadss en
los anteriores programas. 0 lo que es igual, sers necesario emplear
tamafios méds pequefios para h para conseguir una exactitud equivalente.

Debido a esto, se prevé la integracidén de n pasos ininte-
rrumpidamente, siendo definido n por el usuario.

Iz razdén de haber escogido la férmula de 2° orden es por

la largs extensidn de un progrema para la de 42 orden,

3.~ Observeciones.

No es necesario agul recurrir al salto indicado. E1l pro-
grama calculs sucesivamente la funcion definida. E1l usuario define
el tamafio del paso y el numero de pasos que desea caleular sin inte-
rrupcién, es decir, sin visuslizsr les aproximsciones. Esto permite

trabajar con P2H0S8 pequefios sin necesidad de arrancar el programa



40302
tras aproximaciones que no interesan.

4.~ Ejemplo.

Sea la ecuacidén diferencial de 32 orden
AR TR Y

y o= —2(y+y)
con las condiciones iniciales y(0)=0; vy (0)=0; y'*(0)=2

Se progrems, pues: h IBL B
RCL 1
RCL 2

2

X
CHS
h RTN

Y se almacenan: 0O; STO O; STO 1l; STO 23 2; STO 3.
Eligiendo h=0,01 y n=10 (0,01l; STO 45 10; STO 5) se obtiene:
X y y\ y\\ y\\\

0,009983655  0,199324578  1,979373310 -0,418616466
0,039726197 - 0,394438077 1,915249086 -0,868328548
0,088584294 0,580851596 1,805018917 -1,338871781
0,155454431  0,753868995  1,647169083 -1,818646853
0,238757873 0, 908702722 1,441404383 -2,294921190

El tiempo de cdleculo de cada valor es de 1 m aproximadamen-—

oNeoNoNeNe!
(S I O

te.
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TITULO: sotvcion se sawaciomes sirerenciares se 352 zeane .-
Instrucciones de uso
ENTRADA SALIDA
NUM OBSERVACIONES . 4 FUN
DATOS CION IRESULTADOS
| | carcan PROGRAMA .
2 | PrOGRAMAR BAJD LALB &2 LdicoLy S E
Y FOXA 7 0") | sorommdo 4 x en R Y Ew
R/, v'en Rz & ¥ ew Ry . devan Y™ en €1 few
&GISTRO X . HAY BISPOMIALES bE O53 4 O7D cpn
Ry 4 2.9 o o8sur 053 4 143 Siv mvwaun RE-
GISTRO.
3 | sJusTan mope anauLan |, Si FlRocede,
U | ALMAcENAR Valongs I CLALES Xo s O
Yo sro |
Yo sro 2
.74 s 3
S | deraconan. Tamange bE Pdso ¥ ANOMERDO as
INTERVALES ] ST0 &
N SO0 §
[ PARE VaLOASS SucEgos CORRESPORDIENTES A
X =X +LhN, HACER, PARA Lt 1,2, ... HasTq
BONDE Sgg NECEELRIO A *¢
O R e
& R v
e 4 y‘."
5 7
7 | Pana 07RO TAMARO M P&SD y/o mumERO dE Jere
TERVALOS , in A Y,
8 | randa LN NUEUO caso , (R 4 2.
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PROGRAMA ! SOLUCION BE BCUACIONES BDIFERENC. DE 35—'24;44»0_

N: | FUNCION || N2 | FUNCION || N: | FUNCION ]LN FUNCION |f N* | FUNCION || N® | FUNCION
Em h LBL 4 6| h LsTX 1 L 6 | 1 6
| 2| ras 7| rece || 2 7 # 2 jm_ e
3| srofl 8 X 3 8 3 f 8
4| ninL o 9| sr0 +2 4 9 4 ‘L?____%__w
5| asm & ||040] et 4 5 ] 5 180
o soe | 1| = 6 1 ﬁ 6 1 o
I 2| s - 7 2 7 2
8 sm+ro 3lp —¢ 8 3 8 ; 3 |
9| ez || 4| smes || s 4 9 al
010| « 5|¢ vs5  |080 5 150 5
il sm =7 6 ro o N 7 & 1 6
2[¢ ev || 7] e 2 7 2 7
3| ey 8| rcc2 || 3 8 3 } 8
4| rec 3 9| e 1 4 9 4
5| x 050| re o 5 120 jr 5 T
BEYT 1] » =N 6 LK 6
7| & R+ } 2 henel 7 2 7
8| rera [ 8 JL 3 4 8
9| «x 4 | o 4 g
070| s70+3 | 5 090 s IHso o
1] asz s || 6 1 l 6 ﬂ 1
2| e 7 L 2 7 2
3| - 8 [ 3 8 | 3 I
4| reca 9 [ al ) 1 4 ]
5 z 060 5 130 5
6| = 1] 6 1 6
7 = ﬂ“z 7 2 ] 7 i
8| h Lsrx 3 | s 3 8 ]
g| el u 4 9 4 9
030| x 5 fi1o0 5 170 |
1| rec3 I g K 6 1
2 x=zv 7 2 7 2
3| * 8 3 8| | 3
4| sro+; 9 4 9 | 4
56 =4 070 1%5 140 ﬂ 5
Registros
o] «x (1| v 2] v 3| » al & s 6| uniz,
7 8 9 .0 1 _ Il.2 3
4 ‘Iﬂ 6 7 |8 !3 1
Etiquetas Flags
A INTEGRA uwn PésO. _
B édieors Y f (%9, 7, Y") 4 rroGraMAR. Por €L usw. o i
- T ARIO .~ B e
o .

Modo angular

Notacion
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FITTROS ACTIVOS SALLEN-KEY DE 2° ORDEN

Obtener los valores necesarios de resistencias y condensa-
dores para realizar filtros activos pasa-bajo y pasa-alto, de dos --

polos, con estructura de Sallen-Key.

2.~ Método.
La estructura de Sallen~-Key emplea un amplificador con ga-

nancis 41, y en su versidn pasa-bajo de dos polos =2dopta la configu-

R A racidén del esguema, Ia funcidn de trans—
R, R, ferencia es:
iD
‘2]; T(p)= > L :
n
P RleclO + pug(Rl+ R2)+ 1

Con ells se pueden realizar las funcio=-
nes clésicas de Butterworth, Chebyshev,
Hermite, etc. ILa funcidn de transferencia generalizada serd:
1
sga + sa.+ 1
2 1

en la que 8, ¥ 2, son los coeficientes definidos por la funcidn ele-

T(S):

gida. Introduciendo el factor de escala para reducir la expresidn a

la frecuencia de corte, s = p/w,, resulta:

1
e ag/wg-+p al/w0-+l

T™(p) =

Igualando ambas expresiones se puede formar el sistema:

2
RlRZClCZ = ag/wo

Cz(le-Rz): al/wo
con dos ecuaciones y cuatro incdgnitas, por lo que siempre se podrén
elegir dos de ellas segin valores normalizados comercializados,
Un filtro pasa-alto se obtendra con la sustitucidn dual
R+ C, resultendo la configuracién del esquems.
= Su funcidn de transferencis es:

< <y .

” P“RyR,C 0+ PRy(Cq+ Cy) + 1
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51 en esta expresidn se realiza 1s sustitucidn:

~1/Cl, Rz i/G27 Cl:l/Ri; ngl/Ré; p=1/p"; resulta:
T(p* )= > L
' R1R201624-p CZ(R +-R )+ 1

que coincide con la del pasa-bajo. La solucidn es, pues, la misma,
salvo la sustitucidén reslizada, en la que p'=1/p se cumple con ——-
wé:l/wo
El método de resoluomon se inicia adoptando valores para
Rl v R20 Si se cumple que Rl'RQ =R, Fl N 02 siempre tendrén solucio-
nes resles positives:
8p B3+ Rp

C.= 1) C = a5
1 WoBy Ry, (1)3 27 WTR ¥ R,) (2)

Si, por el contrdrlo, fijamos los valores de Cl v 02, podemos obte-

ners R1R2_ a /wOCl o 3 Rl+ R2= al/woc2 ; con lo gue

! Yo =

Para que Rl’ R tengan soluciones reales positivas se deberd cumplir

v1 - 4a OQ/aQQ <1l; 1- 43 C /agc

que nos lleva a: 3202/3101>>O ; 02% a201/4a (4)

La primera condicidn siempre se cumple por ser todos los
factores positivos. Iuego sdlo se ha de considersr la segunda,

Resumiendo todo lo anterior, se sigue el siguiente procedi-
miento:

1) Fijar valores, generslmente normalizados, para Rl y Rg‘
Normalmente se intentard R, =R,.

2) Calcular Cl segun expresién (1). Si el valor resultante
es fagcilmente obtenible con elementos normalizados, adoptarlo. Si
no, introducir el valor normal mds préximo al calculado.

3) Con el velor adoptado para C., calcular el 1{mite de ¢

$ $
segin expresidén (4). Si es facilmente obienible, adoptar el 02 oalf
culado. Si no, zdoptar un valor normal inferior a2l calculsado.
4) Definidos asi C1 N C2, calcular Rl N R2 por (3).
Segin lo expuesto, si se parten de valores Pl RZ_R norma-—
lizesdos, los Cl \'g Gz.resultantes se tendran que obtener, en general,
por combinacidén de dos o més condensadores. Si se fijen en 2) v 3)

valores normalizados para C1 y Co, los valores resultantes para
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Rl v R2 no lo serén, y se deberd buscar uns combinacidén que propor-

cione el valor resultante,

3.- Observaciones,

Con objeto de lograr que el mismo bprograma calcule filtros
pasa-alto y pasa-bajo, se ha recurrido a la subrutina indicada, De
esta forma se emplea, en los casos en que el cdlculo lo requiere, el
‘valor directo o el inverso. Resulta ser una solucidén mas econdmica

que el empleo de "flags" o cualquier otra, ya que la llamads g la
subrutina sdlo emplea un paso de programa, mientras que la prueba ——

de un "flag" requiere dos.

4 .,- Ejemplos.
a) Se desea construir un filtro Sallen-Key de 3° orden, pg-

sa-bajo, para una frecuencia de corte de 1500 kHz, Ia respuesta dé-

seada es de Butterworth.
La funcidén de transmisidn, segin lo anterior, es:

1/T(s)= p3+ 2p%+ 2p +1 =(p2+ p+1)(p +1)

Para la seccidn de 22 orden debersd ser, pues, alzl N 82=2.
Haremos:
1; ST0.1; S8TO.2
1.5005 GSB O .vuuun.... ceee. 9,425E3 (wo)
Probando con valores RlzRngle k y resulta:
10 E3; ENTERY ; B vvvvevne.. 21,22 E-Q <C§)
(C;) 22 E-9; R/S .......... ceevs 5,500 E-9Q (c2)
(02) 49T =95 R/S  teeninnnnnenn. 15,59 E3 (Rl)
&Y tienier viiinnnn. eeee. 6,983 E3 (Rg)

Para conseguir la combinacién de resistencias adecuadas, hacemos:
15,59 E3; ENTER?! ; 18 B3; GSB 2 .vv..... 116,4 B3
6,983 E3; ENTER! ; 8,2 E3; GSB 2 ....... 47,04 3

Ia solucidn final podria ser:

Ry= 18 k8. //120 k Ro= 8,2 kn//4T k5
Clm 22 n¥ 02=-4,7 nF
Ia célula pasiva de 12 orden se caleculard:
(R) lO EB; GSBl @ @& ¢ 0 s 4 2 06 0 e e o0 10,61 E"‘"g (C)

Luego se puede prever: R= 10 kg C= 10 nF
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b) Se desea construir un filtro Sallen«Key, de 2¢ orden,
pasa-~alto, con respuesta de Chebyshev de 0,5 aB de rizado, para una
frecuencia de corte de 10 kHz,

Ie respuesta elegida tiene como funcidn de transmieidn

1/T(p)= 0,6595p2 + 0,9402p + 1
luego, a;= 0,9402 y 8= 00,6595,
Hacemos:
0,9402; STO0.1; 0,6595; STO.?

(£5) 10.0005 GSB O vivrivivnneninnnnnnnn.. 62,83 E3 (WO)

Probamos con Cl=02:0= 1 nF, por lo que:

(c) 1 E-9; BNTER Y 5 A oovvvvnnnnnnnn.. ... 11,34 E3 (R])

(Rl) 10 E35 R/S titiiiiininnnnennnnn. veees 29,84 E3 (R;)

(R,) 33 E3; R/S ...... ceeteccitietiiacae., 783,6 BE=12 (cl)
D ceveverenc.. 1,485 E-9Q (c,)

Buscando la combinacidn de Cq haremos:
763,6 B-12; ENTER! ; 820 E-12; GSB 2 ....... 17,65 E-9
Tendremos finalmente:
Rl: 10 ka R2 = 33 k&
Clz 820 p¥//18 np Co= 1,5 nPF

Nora : vER 15, Psgivg 5.2.3.



S. 1.

P
HP-34
e A
<
TITULO: Fieveos acrivos S4LLEN-KEy be /8% ¥ 22 opngn -
Instrucciones de uso
ENTRADA SALIDA
NUM OBSERVACIONES <! FUNCI
DATOS ON JREsuLTADOS
I | cdnasn PROGRAMS
2| Athacenan cosFICENTES seaun TiPO BE RESPUESTA a, Sro . !/
S
reseads (Bumerworts, cusBrsisy, e7c ) . 0. 2
3 | IvanEsan FReécusncid bE conte fo (H2) | asn o we
L | Pans cBLuLa PAsiva bE |ER ORDEN , PS4 ~ 4LT0 ¢
PaSA-134u0 , HECER RE)scF)| csn | < (F) & R(CR)
S | Parna 27 0naew PAsa- Pdup , tdecn - - T
S.1 | Ivanssan ESTim4cionEs bE RESISTENCIAS (o ~ =, (2) STER £
HALHEM’FE Q' :QI) (az CJ;') B c'-r (r)
S-2 | INGRESSR BL vsLon NMORMALIZAD D MAS PROx M0
4 &% (s1 vo 55 bEsEa | Hacen S =c*) ¢, (F) rR/S e (R
5.3 | INngrEsir. & varon NORMALIZADo M4S Podximo 4
S @uE cumpLa € T N (81 wo, Hocer ey ::cz“) c. CF) /s R, (n)
| Xy R CJ")
6 | Pana 220miEn Pasa - ALTO , MAcER :
€.l | INARESAR. ESTINACIOMES BE cafacipides (NOR - < (F) ENTER £
MALMENTE C,:C;) s (F) A =® C_n_)
b.2 | INarssan 2L vawoe MokMALIZABO Ms PREXIMD A
R¥ (s vo se nes€a avusTan. | dacen R, =R} R, (&) —rs Ry (=)
©.3 | INGRESAR EL VALOR NDRMALIZAVG MAS Pedk o 4 =y
AUE cwmPrd Ry 3R (SN0, HACER Ro= Ry %) R, () /s e, (F)
L 4 €z (F)
7 | Pang ©OTROS INTENTOS “OoN BISTINTDS BEITIMAROS | IR
4 4,50 6.
8 | rara LONSEQUIR COMBINACIONES gy PARALELS Vo
RESISTENCIAS (O EN SErus bE CONBENSAbOnss) :
8.1 | imaeEsan vaoe 4 cowsezum R o c R
8.2 | INGRESAR UN VaLOR NORMALIZAYO TaL @UE R' S R R'O &' asn 2 R o "
8.3 | S8 ewomrLing R=RY/R" & cxcW/c”. RerPerin com
BISTINTDS R'0'C! tasTa quE R o' " sca SarisFac~
ORI
O | rara oTRas Faccusweias | a4 3,
19 | Pars oTrRas eesPucsTas LR A 2,




5./.6

% >
‘w | ‘3} 3% @ PROGRAMA : rumos ACTIVOS SALLEN-KEY bE 12 ¥ 22 crniw -
N: FUNCION FUNCION HN FUNCION | N FUNCION FUNCION
001| h AL 0 1
2|f ewsz | 2 T
__m.:l h T 3 -
4 x - 4 o
5] 2 N ]
6| » 6 ]
7! €m0 o 7 I
8l n rw ) T
9| heay 9 ]
—= ]
— ]
3
L4 ]
- I
1 ’ 6 ]
2 7
3 ‘ 1 8 -
4 i LS h 4 9 - o
5 PRV “lieo -
6| h Loy 6 1 -
7 7 2
8 8 3 B
) 9 T4l o
060 130 5
1 | 1 6| -
2 2 7 -
3 3 8 T
4 4 9
5( 5 170
6 6 | 1 ]
7 _'; 2
s 8 | . 3 N
P 9 4 -
_ {140 5] ]
Registros
0| we » F Afe: §3]
7 8 % 0 2 o
4 [5 .7 —i T

Etiquetas

A T CdLed FiuTnio Pésa - ALTD

B:ib.1b. PASA-BAVD,

9 : abcuu Wox 2!1]5

: cadlevrd seccion ER pDpasa
2 ¢areoLa R" covdennos Ry R'(R=R'//R"),

3,#75‘.“

Modo angular

Notacion

ENG 3




552.1

FILTROS ACTIVOS SALIEN-KEY DE 32 ORDEN

10‘- Objeto.
Obtener los valores necesarios de resistencias y condensa-
dores para realizar filtros activos resa-bajo y pesa-alto, de tres

polos, con estructura de Sallen-Key,

2.~ Método.
Se puede realizar un filtro de 3° orden con una seccidn de
2 polos y una cédlula pasiva de 12 orden. O bien se puede sintetizar

¢ én un solo elemento activo, adoptando
{

la configuracidn que presenta la figurs

para el caso pasa-bajo.

I‘c Ieg La funcidn de transmisidn, pa-
ra este Ultimo caso, serfa:
=p3f 2(
1/T(p)=p R1R2R3010203+ p (0203(R1R3+ R2R3) + 0103(R1R3+ RlRZ))—r
+ P(CB(R1+ Ro+ Ry) +RiCy) + 1
Bl filtro pasa-2lto se consigue con la sustitucidn dual de
R+C. 81 en su funcidn de transferencia se efectdz la sustitucidn:
Rlzl/cl; Rp=1/C,; R3=1/C3; 01=1/Ry; Co=1/R,; 03=1/R3; p =1/p
resulta la misma funcidn que para el pasa~bajo, por lo que sdlo se
tratard este caso, previendo el programa ls utilizacidén de ambos.,
La funcidén de transferencisa generalizads de 32 orden es:
T(s)=1/(s34.+ %

8,+ saq+ 1)

¥y, con la transformacién p:i/wo, resulta:
T(p):l/(p3a3/W§+-p232/wgqapal/wo+ 1)

que, igualada a la del filtro forma un sistems de tres ecuaciones

con seis incégnitas, habiendo libertad para elegir tres de ellas,

El sistema seria:

Jovon ) - 3
R1R2h3plu263— 33/W0

. N _ X 2
03(R3GZ{R1+ Re)-+R101(R2+ 33))- aZ/NO

C3(Ry+ Ry + Ry) + RiCy = ay/w,
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Partiendo de leRQmRBxR se llega siempre a valores reales
positivos para Cl’ 02 v 03, por lo que habitualmente se empieza ——
asignando valores a las resistencias.

Haciendolo asi se llega a la ecuscidn cibics:

2 - . , —y ,
RY (R, + 33>o%/(ﬂl+‘324-a3) = 8qRy (R, = Ry)CE/w (R + R

2+ RB)-+

Sl 7 3 _
+-8261/w0 a3(¢/Rl+ 1/R2)/WO =0 (1)
Resolviéndola v obteniendo Cl’ podemos calcular:

N 3 3 AT —_ ! - |
C o= a3/w0ﬁ1R2R36163 (2) 3 03_(al/wo ClRl)/(Rl+ Rg+ R3) (3)

53 definimos las siguientes varisgbles auxiliares:
Cosal/woRl; Alz(R1+ R2+ R3)/R1; A2z Rl(RQ* R3)

= w3 F )
A3 W031Q2R30103

las ecuaciones (1), (2) y (3) pasan a ser

3/ - 2/ o Swe - ' ' Wl = )
AoCi/hy = CACT/A v 8 Cy/wg ~ a3(1/Ry v 1I/R,) /w2 = O (4)
Le ecuacidn (4) puede ponerse en la forma:

Ci= C + (85(1/Ry+ 1/Ry)/w, = Coaz)/(Ag(Olwo)g/Al+ a,)
que puede resolverse por medio de una iteracidén de punto fijo, con
el valor de arrangue clzco.

Después de esto, se podra calcular Co ¥y 03 aplicando (5)

y (6).

Otra posibilidad seria asignar valores g Cl’ 62 v 03 y -
celcular las resistemcias, pero es més lsborioso puesto que hay que
partir de las ecuaciones implicitas, no habiendo capacidad para
ello., Tampoco es posible recurrir al doble cédlculo del programa an-

terior, igualmente por falta de capacidad.

3.—- Observaciones.

Igual que antes, se hs usado la subrutine indicada para

calecular el filtro pasa-~bajo, tal como se desarrolla en el ﬁétodo,

como el filtro pasa-alto. E1l céleulo iterativo de C. reguiere, ade~

1
més, mayor durecidn de ejecucidn.
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4.~ BEjemplos,
a) Se desea construir un filtro pasa-alto de 30 orden, con
respuesta de Butterworth, para una frecuencia de corte de 1500 Hz,
Ia funcidén de transmisidn es:

1/T(p)= 1+ 2p + 2024 p3 ; es decir: 2.=2 ; a.= 2 : 5. 1

1 2 P 3 )
Haeremos, pues:
2; STO.1; ST0.2: 13 STO.3
1.500; GSB O v. wn..... Ceetiecnreeeeasee. 9,425 B3
(ol) 10 E~9; ENTER' ; ENTER?! ; A wuueuwrun.... 7,619 E3 (R,)
g R i i e e e e, reeeess 2,991 B3 (R,)

g R Tttt cestetsctttnstcterasnrcrassnes 52,41 E3 (33)
Utilizendo GSB 1 llegemos a:
Ry= 10 k~//33 ko C,=C,=C,= 10 nf (asignado)
Ry= 3,3 kn//33 ko

R3= 56 kn //820 k &

b) Se desea shora un filtro pasa-bajo de 32 orden, con =—-—
respuesta de Chebyshev 0,1 8B, para 15 kHz.
Segin tablas, las constantes son:
a,= 1,6046 ; a,= 1,1832 ; a3:.0,6101
Almacenadas en ST0.1, STO.? y STO.3, respectivamente, se-
guiremos haciendo:
15 B35 GOSB 0 tuveveeennnnnneennnnnnas 94,25 E3
10 E3; ENTERY ; ENTERY 3 B ......... 1,394 E-9 (¢))

2 cescesersecses 5,087 E~Q (02)
ERE cov i i i i i, 102,8 B-12 (CB)
Recurriendo a GSB 1 para los condensadores, resulta:

Cl: 1,5 nF+ 20 nP ; 02: 5,6 nf+56 nF ; C.= 100 pF.

3

(R,)

Por asignacidn,

Nota: E1 método empleado estd inspirado en el articulo "Empleo del
Caelculedor en el Disefio de Filtros Activos", de A. Jugs, de RCA
Engineer, publicado en MUNDO ELECTRONICO, no 38, 1975.
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EQUILIBRATDO DINAMICO EN DOS PIANOS

1.~ Objeto.

El siguiente programa cslcula los pesos correctores necesa—
rics, a disponer en dos planos del rotor de una maquina rotativa, da-
das las vibraciones a corregir y conocidas las carscteristicas del
rotor. Si éstas no se conociesen, permite obtenerlas mediante dos

pruebas con pesos conocidos,

2.- Método.

Sea una maquina rotativa en 1la dque se miden las siguientes

vibraciones, dadas en coordenadas polares:
VOl: vibracidén en el plano 1.
V02: vibracidn en el plano 2.

En el supuesto més general en que hayan de obtenerse las
caracteristicas mediante pruebas, sea POl un peso arbitrario coloca-
do en el plano 1 y medido su mddulo y posicidn aﬁgular, resultard a-
s{ mismo en coordenadas polares. Tras su colocacidn, las nuevas vi-
braciones medidas son:

VP1l: vibracidn en el plano 1.
VC2: vibrecidn en el plano 2.

En una segunda prueba, se quita POl y se coloca P02 en el
plano 2 (de hecho, puede ser el mismo peso pero, en general, en dis-
tinta posicidn, por lo que PO1£P02). Esto produce:

VC1l: vibracidn en el plano 1.
VP2: vibracidn en el plano 2.

En el supuesto de que el rotor cumple la ley de Hook, y re-—
curriendo al principio de superposicidn, se pueden establecer las
siguientes relaciones vectoriales entre efecto y cdusa, es decir, en-

tre vibraciones y pesos que las producen:

RP1=(VP1 - VO1)/POl : efecto neto de POl en el plano 1.
RP2=(VP2 - V02)/P02 : efecto neto de P02 en el plano 2.
RC1=(VC1l ~ VO1)/P02 : efecto neto de P02 en eilplano 1.
RC2=(VC2 - V02)/P01 : efecto neto de POl en el plano 2.

31 ahora desesmos anular las vibraciones existentes en los

planos 1 y 2, que en general llamaremos V1l y V2, (inicialmente se-



e
P1 RP1+ P2 RCL = =V1

1 RC2+ P2 RP2 = -V2
en el que la i

ca por el hecho de tener que producir, con Pl y P2, vibraciones opues
tas a las existentes.

Por comodidsd de manipulacidn de signos, hsciendo cada ——-—

R= -R, se llegaria =l nmismo sistema de sntes pero con todos log tér-
minos positivos. Desde luego 10S nuevos R se cbtendrisn con numera-—

¢
dores opuestos a los expresados ant

O]

S

Resuelto el sistema, conoceremos Pl y P2, es decir, la mnag-
nitud y la situacidén angulsr de los pesos a colocsr en 1o0s plenos 1
Yy 2 pare anular ambas vibrsciones.

En la préctica, por inexactitudes de medidas YV por no ajuse

anulsr totalmente

€528

tarse & la realidad la hipdtesis, no se conseguir:

la vibracidén. Supongsmos VR1 y VR2 las vibraciones medidas residus—

(%

les después de la correccidén. Se deberd recalcular nuevos pesos pa-

m
{
-l
]
=
O
n
*®

¢S procedimie

£

ra su eliminacidn ¥ vara ello se pueden seguir

o

1) Resolver nuevamente el sistema con log mismos coeficien-

wn

I d

tes pero cambiando el miembro de la dereche, sustituyéndolo por las
nuevas vibraciones, haciendo, pues, V1=VR1 y V2=VR2. Esto equivale

a dar como definitiva la correccidén ys efectuzda., Fntonces, los nue~
vos pescs correctores que resulten se afiadirédn a los ya existentes
en el rotor. (Este método es el empleado por la casa IRD).

2) Ia composicidn de la vibracidn inicial con la producids
por 1o& pesos no ha sido nula, quedando un residuo, VRl y VR2, Si
éste 1o agregemos = la vibracidn inicial y resolvemos el sistema pa-
ro ls vibracidn total, deberiemos corregir simultédneamente ambas.

Es decir, sl resolvemos nuevamente el sistema pars
V1= V1 + VR1 N V2= V2 + VR2
los nuevos pesos resultantes deberdn sustituir a los anteriores en

magnitud y situscion. E£lle supone el desmontar los pesos tras cada

n algebrdicamente equivalentes. Se



5:.3.3

En cuanto a las magnitudes, es indistinto las unidades em~
pleadas para vibrascidn y pesos, as{ como si aquella es de desplazg-
miento o de velocidad. Lo que hay que prever es que sean 1iss mismas
dentro de un mismo cdlculo.

Con relacién a la situscidn engular tampoco debe haber pro~
blema. Normalmente se emplarin grados sexagesimales, Ia escala de
referencia estesrd fijs en el estator, no importando el sentido en
que se miden los éngulos con tal que ses el mismo dentro del mismo
céleulo. Como resultsdo del célculo, el peso corrector debersd situar—
se en una posicidn sngular determinada, Para ellc, un sistema podria
ser situando la marca de referencisa fiizm del rotor sobre el 0O Ge la
escala angulasr fija en el estator. El peso deberi colocarse en el
punto del rotor (en el plano gque corresponda) que coincida con sl

dngulo resultsnte del cdlculo lefdo en la escala fija del estator,

3.~ Observaciones.

El método de solucidén del sistema es 1sg regla de Cramer, -
similar al empleado en el programa 1.4. E1 programa dispone de las
subrutinas necesariass pars realizar la aritmétiva compleja necess—
ria para su utilizecidn.

En el caso de disponer ye de los coeficientes R, por hsber
sfectuado alguna prueba snterior sobre 1la misma maquina, se podrin
realizer directamente los pasos 3.4, 3,8, 3.12 y 3.16 de las ins-

trucciones.,

4.- Ejemplo.

En una determinada méquina se leen las giguientes vibracio-

nes: Vli= 110 nm869 V2= T4 11,1(12559

Siendo necesario efectuar pruebas para la determinacidn de
las reacciones del rotor, se coloca en el plano 1 el peso POl=

150 g00,>1eyendese entonces

VPl= 153 ny - vC2= 85 nW o0,
Puesto el mismo peso y en la misma situacidn en el plano 2
resultan VCl= 90 nmgo9 VP2= 120 04 o0g

Segin lo expuesto, deberd ser VOl=V1 y V02=V2. Hecemos:

1

(ve1) 45; ENTER ¢ 53;
110; GSB7 e...l.iE'.GDOQGCGQGOI1009526O

(vor) 86; ENTER $

(T WY 2



(Por)

{vpz)
{voz)

{Po2)

(ver)

3
(vai)

(Poz)

(vez)
(vez)

(éoz)

(ve)
(vz)

5.3.4

0,6702
179,1195

O3 ENTER Y ; 150
7
A

STO O3

123,6098

0, 8241
“359 3282

90; BNTERf ; ENTER ¢
86. wwymm o =)
\)O, EL\LBRé 3 110: CSL}? T v e 20T S HeGCE0 e o o 21,]}715

0,1411
68,7504

74,0635

0,4938
-34,9299

0,5798

A iQiQOﬂQEQ’G.““ 3

XzY % M A N R R 76’64—75
¢=coeoeoteeass.goc-acaooc-at¢o~-oeo. 56,6959

B 'tﬂﬂﬂﬂrﬁe' 1

X'E‘EY ] tttoloﬂoooeo(.-.-cvceu--udvgs .L7,9756
Q.vctne-oecqen'eooco-oooccec-co-: . 164,5756
Los pesos a colocar serdn:

Pl

i
-3
-3
09

P2 =

(rP1)

(RPZ)

(eer)

(re2)

Cnnod.AA)

(P1)

(r2)
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